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� ¢Ck ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÞ½
Á ¢ Á�mBËÎÍ�¿ Â�n#¿�o�Ë�p Ê Ú{Â Á�m £ ½rq�¿�pÎ¿ ¢ ËÞ½ ¡ ¾+¿�s Ê�¡ ËÎ½ Á ¢ Â(tÄ½ ËÞÍ ¢ Á ¢ ¾
Áuo ¡ ¾WoQÁ ¢ Æ
£ ½ÌËÎ½ Á ¢ Â�½ Â(s Ê ½ÌËÎ¿ ¡ ¢ ¿�t ¡ pÎ¿ ¡ ½ ¢ Â�oQ½
¿ ¢ ËÞ½rvwo¥¾ ½ ËÞ¿�p ¡ Ë Ê pÎ¿ �
� ½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿xn�pÞÁ=y�¾
¿SÚ{ÂSmÔÁ2p
£ ½9q�¿�pÎ¿ ¢ ËÎ½ ¡ ¾�Á=n#¿�p ¡ ËÞÁ=pÎÂztÄ½ÌËÎÍ ËÎÍ�¿ ¢ Á ¢ ¾ Áuo ¡ ¾{y#Á Ê�¢�£�¡ p�|}oQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â ¡ pÞ¿~oQÁ ¢ ÂE½ £ ¿�p Æ
¡ y�¾?| ¾
¿<ÂÎÂ§½ ¢<k ¿(Â�ËÎ½rl ¡ ËÎ¿ £ ËÎÍ ¡9¢ o ¡ ÂE¿(Â�Á�m�oS¾ ¡ ÂÞÂÞ½Ko ¡ ¾�y�Á Ê�¢#£�¡ p�|(oQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â ��� ½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿
n�pÞÁ=y�¾
¿SÚ{ÂPtÄ½ ËÞÍ ¢ Á ¢ ¾
Áuo ¡ ¾woQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â ¡ pÎ¿ioS¾ Á-ÂE¿<¾r| ¾ ½ ¢ À/¿ £ tÄ½ ËÞÍzy#Á Ê�¢�£�¡ p�|Mn�pÎÁ2y�¾
¿SÚ{Â
mÔÁ2p £ ½rq�¿�pÞ¿ ¢ ËÞ½ ¡ ¾
¿�s Ê�¡ ËÞ½
Á ¢ Â{tÄ½ ËÞÍ ¢ Á ¢ ¾
Á<o ¡ ¾PoSÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â�� ��ÅxÜ�Å���Å1Ã�� �n� ¢ ËÎÍ�¿�n ¡ n�¿�p5Â
�r�/Å���Å Ç Å_����Å_�<Ý.�
ËÎÍ�¿{ÂE½
Ú�½ ¾ ¡ p{n�pÎÁ2y�¾
¿SÚ{Â ¡ pÎ¿ ½ ¢<k ¿(Â�ËÎ½rl ¡ ËÎ¿ £ mÔÁ=p+ËÎÍ�¿{Á2n�¿�p ¡ ËÎÁ2p5Â�tÄ½ ËÞÍ
¢ Á ¢ ¾
Áuo ¡ ¾-½ ¢ ËÞ¿�l2p ¡ ¾uoQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ �X� ¢ n ¡ n�¿�p5Â � Ü�Å=��Å9Ã�Åu�2�9Åu� Ç Åu�����wn�pÞÁ=y�¾
¿SÚ{Â�tÄ½ÌËÎÍ ¢ Á ¢ ¾
Á Æ
o ¡ ¾[y�Á Ê�¢�£�¡ p�|�oSÁ ¢�£ ½ÌËÎ½ Á ¢ Á�m � ¡ Ú ¡ p5ÂEÀ�½
½ Æ�� ½ÌË5Â ¡/£u� ¿7Ë"|Cn�¿ ¡ pÞ¿ ¡9¢�¡ ¾r|�ÂÞ¿ £ �-�_� ½ Â�ËÎ¿ ¢ oS¿+Á2m
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 ��� ®Ð·��	Ñ9´�¯�±
n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿ ÂÞÁ	¾ Ê ËÞ½
Á ¢ ÂÄÁ�m�ÂEË ¡ ËÎ½ Á ¢�¡ p�|(n�pÎÁ2y�¾ ¿<Ú t ¡ Â§½ ¢Ck ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÞ¿ £ ½ ¢ � Ý�Å���Å�� É � ��� ½?l	¿ ¢ Æ
k�¡ ¾ Ê ¿<Â ¡9¢#£ oSÁ2p�pÞ¿(Â�n�Á ¢#£ ½ ¢ lª¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â t�¿�pÎ¿ ¡9¢�¡ ¾r|�ÂÞ¿ £ ½ ¢ � Ã$� �� ¢}k�¡ pÞ½
Á Ê Â�n ¡ n�¿�p5Â ¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿<Â ¡	¢�£ ¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â Á�m ÂE¿<¾9m ¡ Û�Á	½ ¢ Ë ¡9¢�£ ¢ Á ¢ Æ
ÂE¿<¾9m ¡ Û�Á	½ ¢ Ë � Ë Ê pÎÚ ÆÈ� ½ Á Ê�k ½ ¾
¾ ¿in�pÞÁ=y�¾
¿SÚ ¡ pÞ¿Ä½ ¢<k ¿(Â�ËÎ½rl ¡ ËÞ¿ £ ½ ¢ oSÁ	Ú�n�¾
¿ � ¡9¢�£ pÎ¿ ¡ ¾0o ¡ ÂE¿(Â �
�"½rq�¿�pÞ¿ ¢ ËÞ½ ¡ ¾0n0pÞÁ=y�¾ ¿<Ú{Â
Á�m�ËÞÍ�½ Â
Ë"|<n�¿ ¡ pÎ¿ ¡ Ú�Á ¢ lB½ ¢<k ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÎ½ Á ¢ Â ¡9¢#¡ ¾?|�ÂÞ¿ £ y<|�� �/� ¢ Æ
m ¡9¢ ËÞ¿�½ ¢ n ¡ n#¿�p�� Ü.� �g� ¢ ËÞÍ�½ Â{n ¡ n�¿�pUÍ�¿{ÂEË Ê�£ ½ ¿ £ ËÎÍ�¿�¿ � ½
ÂEËÞ¿ ¢ oQ¿ Á�m�¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿(Â"Á2m ¡� ¡ Ú�Ú�¿�p5ÂEËÞ¿S½ ¢ ½ ¢ ËÞ¿�l2p ¡ ¾g¿�s Ê#¡ ËÞ½
Á ¢

λ̃u(t) =

∫

G

k(t, s)f(s, u(s)) ds.

�7¿�pÎ¿
G

½
Â ¡ oSÁ	Ú�n ¡ o�Ë7ÂE¿SË7½ ¢
Rn

Å
k ¡	¢�£ f > 0 ¡ pÎ¿ ¡ ¾ ¾
Á$t�¿ £ ËÎÁ�y#¿ £ ½
Â�oQÁ ¢ ËÞ½ ¢-Ê Á Ê Â<Å

¡9¢�£ k
Ú ¡ | o5Í ¡	¢ l	¿ ËÞÍ�¿ ÂE½?l ¢ �x� Í�¿ Á2y�Ë ¡ ½ ¢ ¿ £ pÎ¿<Â Ê ¾ ËÎÂ ¡ pÞ¿ ¡ n0n�¾ ½
¿ £ ËÎÁ¶ËÞÍ�¿ ÂÞ¿�oSÁ ¢�£Á2p £ ¿�p £ ½rq�¿�pÞ¿ ¢ ËÞ½ ¡ ¾g¿�s Ê�¡ ËÞ½
Á ¢

λ̃u′′(t) + f(t, u(t)) = 0, a.e. t ∈ [0, 1], � � � ���
tÄ½ÌËÎÍ oQ¾ ¡ ÂÎÂÞ½?o ¡ ¾Py�Á Ê�¢#£�¡ p�|~oSÁ ¢�£ ½ÌËÎ½ Á ¢ � ËÎÍ�¿ vwpÎÂEËªÁ2pØËÞÍ�¿ ÂÞ¿�oQÁ ¢�£ Ë"|<n#¿�� Á ¢ ËÞÍ�¿ ¾
¿ m¹Ë
ÂE½ £ ¿7Á2m�½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾ � t = 0

� ¡9¢�£MkX¡ pÎ½
Á Ê Â ¢ Á ¢ ¾
Áuo ¡ ¾�Ë"t�Á Æ n�Á	½ ¢ ËPy#Á Ê�¢�£�¡ p�|MoQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â
½ ¢ËÞÍ�¿4pÎ½rl/Í-ËÄÂÞ½ £ ¿{n#Á/½ ¢ Ë<ß

u(0) = 0, u(1) = γu′(ξ); ��� ¡ ÂÞ¿���� � � � � 1 �
u(0) = 0, u(1) = γu(ξ); ��� ¡ ÂÞ¿N��� � � � � 2 �
u′(0) = 0, u(1) = γu′(ξ); ��� ¡ ÂÞ¿BÝ�� � � � � 3 �
u′(0) = 0, u(1) = γu(ξ). ��� ¡ ÂÞ¿ Ç � � � � � 4 �

« Á9ËÎ¿ ËÎÍ ¡ Ë ËÞÍ�¿ ½ ¢#£ ¿ � ½ ¢ pÎ¿ mÔ¿�pÎ¿ ¢ oQ¿<Â £ ¿ ¢ Á9ËÞ¿(Â ËÎÍ�¿xo ¡ ÂÞ¿ �x� m7ËÞÍ�¿ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿(m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢
f(s, u)

Â ¡ ËÎ½
Â�v�¿(ÂÄÂEÁ/Ú ¿ ¡/£�£ ½ ËÞ½
Á ¢�¡ ¾ oQÁ ¢#£ ½ÌËÎ½ Á ¢ Â � mÔÁ=pÄÚ�Á2pÎ¿ £ ¿QË ¡ ½ ¾ Â<Å�ÂE¿<¿M� Ü$����ËÞÍ�¿ ¢ ß

•
ËÞÍ�¿�n�pÎÁ2y�¾ ¿<Ú � � � ����Å � � � � 1 ��Í ¡ Â ¡ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿{¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿�tÄÍ�¿ ¢ γ < 0 ¡	¢�£ 0 <
γ < 1− ξ ¡9¢#£{¡ oQÁ2p�pÎ¿<Â�n#Á ¢�£ ½ ¢ lU¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ËÞÍ ¡ Ë%½ Â_n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿ÄÁ ¢ (0, ξ]

tÄÍ�¿ ¢
γ < 0

Å ¡	¢�£ Á ¢ (0, 1− γ]
tÄÍ�¿ ¢ 0 < γ < 1 − ξ  

•
ËÞÍ�¿Sn�pÞÁ=y�¾
¿SÚ � � � ����Å � � � � 2 �7Í ¡ Â ¡ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿ª¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿NtÄÍ�¿ ¢ γξ < 0 ¡	¢�£ 0 <
γξ < 1 ¡9¢�£ ¡ oSÁ2p�pÞ¿(Â�n�Á ¢�£ ½ ¢ l ¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ËÎÍ ¡ ËB½ ÂWn�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿ Á ¢ (0, ξ]

tÄÍ�¿ ¢
γξ < 0

Å ¡9¢�£ (0, 1]
tÄÍ�¿ ¢ 0 < γξ < 1

Å ¡ Â t�¿S¾
¾ ¡ Â%ËÞÍ�½ Â�n�pÎÁ2y�¾
¿SÚ�Í ¡ Â ¡ª¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿ctÄÍ�¿ ¢ γξ > 1 ¡9¢�£ ¡ oQÁ2p�pÎ¿<Â�n#Á ¢�£ ½ ¢ l"¿<½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ ËÞÍ ¡ Ë
½
Â ¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿Á ¢ [ξ, 1]  
•

ËÞÍ�¿�n�pÎÁ2y�¾ ¿<Ú � � � ����Å � � � � 3 ��Í ¡ Â ¡ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿{¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿�tÄÍ�¿ ¢ γ < 0 ¡	¢�£ 0 <
γ < 1− ξ ¡9¢#£ ¡ oQÁ2p�pÎ¿<Â�n#Á ¢�£ ½ ¢ l+¿<½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ËÞÍ ¡ Ë%½
ÂPn#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿ÄÁ ¢ [0, 1)

tÄÍ�¿ ¢
γ < 0

Å ¡	¢�£ Á ¢ [0, ξ]
tÄÍ�¿ ¢ 0 < γ < 1 − ξ  

•
ËÞÍ�¿�n�pÎÁ2y�¾ ¿<Ú � � � ����Å � � � � 4 ��Í ¡ Â ¡ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿{¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿�tÄÍ�¿ ¢ γ < 0 ¡	¢�£ 0 <
γ < 1 ¡	¢�£ ¡ oSÁ2p�pÞ¿(Â�n�Á ¢�£ ½ ¢ l¶¿<½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ ËÞÍ ¡ ËØ½ Â n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿ Á ¢ [0, ξ]

tÄÍ�¿ ¢
γ < 0 ¡	¢�£ [0, 1]

tÄÍ�¿ ¢ 0 < γ < 1
�#� Í�½
ÂWn�pÎÁ2y�¾
¿SÚdÍ ¡ Â ¡{¢ ¿�l ¡ ËÎ½ k ¿ ¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿

tÄÍ�¿ ¢ γ > 1 ¡9¢�£�¡ oSÁ2p�pÞ¿(Â�n�Á ¢#£ ½ ¢ l ¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ËÞÍ ¡ ËU½ Â ¢ ¿�l ¡ ËÎ½ k ¿ØÁ ¢ [a, b]
Å

tÄÍ�¿�pÎ¿
a = ξ, b ∈ (ξ, 1]

�
� ¢ ËÞÍ�½
Â{n ¡ n#¿�p4t�¿Mn�pÎ¿<ÂÞ¿ ¢ Ë ¡9¢�¡ ¾ Á=l	Á Ê Â�pÎ¿<Â Ê ¾ÌË5ÂWmÔÁ2p�ËÞÍ�¿�¾
½ ¢ ¿ ¡ p � Ë Ê pÎÚ Æ�� ½
Á Ê0k ½
¾
¾ ¿

n�pÞÁ=y�¾
¿SÚ tÄ½ ËÞÍ mÔÁ Ê p#o ¡ ÂÞ¿<Â�Á�m ¢ Á ¢ ¾
Áuo ¡ ¾#Ë"t�Á Æ n�Á	½ ¢ Ë�y#Á Ê�¢�£�¡ p�|(oSÁ ¢�£ ½ÌËÎ½ Á ¢ Â � �"¿�pÎ¿"ËÎÍ�¿
¿ � ½
ÂEËÞ¿ ¢ oQ¿UÁ2m�n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿U¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿(Â ¡	¢�£ ¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â§½ Â ¡9¢�¡ ¾r|�ÂÞ¿ £ �
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7 ¿4tÄ½
¾ ¾ ¡9¢�¡ ¾r| � ¿+ËÞÍ�¿ � Ë Ê pÎÚ ÆÈ� ½ Á Ê�k ½ ¾
¾
¿ n0pÞÁ=y�¾ ¿<Ú

−u′′(t) = λu(t), t ∈ (0, 1), � � � ���
tÄ½ÌËÎÍ{Á ¢ ¿ioS¾ ¡ ÂÞÂÞ½Ko ¡ ¾uy�Á Ê�¢�£�¡ p�|SoSÁ ¢�£ ½ÌËÎ½ Á ¢ ¡9¢�£�¡9¢ Á9ËÞÍ�¿�p ¢ Á ¢ ¾
Á<o ¡ ¾�Ë"t�Á Æ n�Á	½ ¢ ËPy�Á Ê�¢�£ Æ
¡ p�| oQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ � � � � �ctÄ½ ËÞÍ¥ËÞÍ�¿4n ¡ p ¡ Ú�¿QËÎ¿�p5Â

γ ∈ R ¡9¢�£ ξ ∈ (0, 1)
�

8 ºSÕ�¯9» �:9 � � Í�¿�¾
½ ¢ ¿ ¡ p�n0pÞÁ=y�¾ ¿<Úh½
Â ¢ Á	Ë ¡ ÂE¿�n ¡ p ¡ ËÎ¿ o ¡ ÂE¿�Á�m�¿�s Ê#¡ ËÞ½
Á ¢ � � � ���QÅ.y#¿�o ¡9Ê ÂE¿
½ ¢ � Ü.��ËÞÍ�¿Sm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ f(t, u)

Ú Ê ÂEËBÂ ¡ ËÎ½
Â�m�|�ÂÞÁ	Ú�¿ ¡	£�£ ½ÌËÎ½ Á ¢�¡ ¾PoSÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â ¡	¢�£ Ú Ê ÂEË
y#¿4n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿ �
7lÍ�¿ ¢ γ = 0

½ ¢ n�pÎÁ2y�¾
¿SÚ � � � ����Å � � � � ��Å[t�¿Sl	¿SË ¡ n0pÞÁ=y�¾ ¿<Ú tÄ½ ËÞÍ~oQ¾ ¡ ÂÎÂE½Ko ¡ ¾�y�Á Ê�¢#£ Æ
¡ p�| oQÁ ¢#£ ½ÌËÎ½ Á ¢ Â �â� Í�¿ ¢ ¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿(Â ¡	¢�£ ¿<½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â £ Á ¢ Á9Ë £ ¿�n#¿ ¢�£ Á ¢ ËÎÍ�¿
n ¡ p ¡ Ú�¿QËÎ¿�p

ξ
ß

λk = (πk)2, uk(t) = sin(πkt), k ∈ N := {1, 2, . . .}, � � � �
1,2

�
λk = π2

(

k − 1
2

)2
, uk(t) = cos

(

π(k − 1
2
)t

)

, k ∈ N. � � � �
3,4

�
� m

u(t)
½
ÂØ¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Á2mÄËÞÍ�¿ ¾ ½ ¢ ¿ ¡ pMn�pÞÁ=y�¾
¿SÚ � � � ���BËÞÍ�¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â

cu(t)
Å

0 6= c ∈ R
tÄ½
¾ ¾_y�¿{¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ËÞÁ�Á � 7 ¿ Â ¡ |¶ËÞÍ ¡ ËBËÞÍ�½ Â{n�pÎÁ2y�¾
¿SÚtÍ ¡ Â{n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ u(t)

½ ¢ ËÞÍ�¿ ½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾
(a, b) ⊂ (0, 1)

½9m§¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ u(t) > 0
Á2p

u(t) < 0 � ½ ¢ ËÎÍ�½ Â�o ¡ ÂE¿
−u(t) > 0

��¿ � ½ ÂEËÎÂ mÔÁ=p ¡ ¾
¾
t ∈ (a, b)

�

; 1�<w1>=�?�@BADCFE�-HG�I6A<)KJ�/�LMC�)�+�-HC�+NAD?O@MAPCFE�-/GOI�AC)M-HC�Q}/2R�-u,$-�/2+SAC,T? )�+S?B/VUWI6C�/�+X?OLMC

� ¢ n�pÎ¿ k ½
Á Ê Âcn ¡ n�¿�p5ÂW�r�=�9Å������g½ Ë�½ Â�n�pÞÁ k ¿ £ ËÎÍ ¡ Ë�ËÞÍ�¿U¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿
λ = 0

¿ � ½ ÂEËÎÂ�½9m ¡9¢�£Á ¢ ¾?| ½rm
γ = 1

ξ
� � ¡ ÂE¿��/Å � � ¡	¢�£ γ = 1 � � ¡ ÂE¿ Ç � �

Y ADZ[Z -\<[1^] Ó�º ºS·Ì³/ºS´�¸X¯ �I°�º λ = 0 Ù/Ñ<ºQ±B´�ÑX®§º`_/· ±�®�·¹´ba�»ÎÑ�� � ºQÕ � � � ��� � � � � � 3 � �
� »ÞÑ(Ñ�Ò �c7�¿ztÄ½
¾ ¾ÄÂÞ¿ ¡ p�o5Í mÔÁ=p ¡ l	¿ ¢ ¿�p ¡ ¾§ÂEÁ/¾ Ê ËÞ½
Á ¢ Á2m"¿�s Ê�¡ ËÞ½
Á ¢ � � � ���ª½ ¢ ËÞÍ�¿zmÔÁ2pÎÚ
u(t) = c1t + c2

� � Á/ÚMn Ê ËÞ½ ¢ lØËÞÍ�¿ £ ¿�pÞ½ kX¡ ËÎ½ k ¿+Á2m1ËÞÍ�¿ ÂÞÁ	¾ Ê ËÎ½ Á ¢ ¡9¢#£ Ê ÂÞ½ ¢ l � � � � 3 �ct�¿
l	¿QËâËÎÍ ¡ Ë

c1 = 0
ÅX½ � ¿ �

u(t) = c2

�9� Ë*mÔÁ	¾
¾ Á$t7Â�m�pÎÁ	Ú � � � � 3 �xËÎÍ ¡ Ë
c2 = γ0

ÅX½ � ¿ �
u(t) ≡ 0¡9¢�£¥¡�� ¿�pÞÁ ¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿ £ Á�¿(Â ¢ Á9ËÄ¿ � ½ Â�Ë �

�

d�Á2p
λ = 0

t�¿ ¡ ¾?t ¡ |�Â�Í ¡.k ¿Wn�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿�¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ u(t) = t
½ ¢ (0, 1)

½ ¢ � ¡ ÂÞ¿��	Å �
¡9¢�£ u(t) ≡ 1

½ ¢ � ¡ ÂE¿ Ç��
� ¢ ËÞÍ�¿ l/¿ ¢ ¿�p ¡ ¾[o ¡ ÂÞ¿	Å=mÔÁ2p

λ 6= 0
Å�¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â ¡ pÎ¿ u(t) = sin(qt) � � ¡ ÂÞ¿S�/Å � �

¡9¢�£ u(t) = cos(qt) � � ¡ ÂÞ¿BÝ�Å Ç � ¡9¢#£ ¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿<Â ¡ pÎ¿ λ = q2
Å�tÄÍ�¿�pÎ¿

q ∈ Cq

Å

Cq := {q ∈ C |Re q > 0
Á=p

Re q = 0, Im q > 0
Á2p

q = 0}.

7 ¿No ¡9¢ v ¢�£ q
m�pÎÁ	Ú ÖÎÓ�¯X»Þ¯/ÖQ®�ºQ»�· ±�®Ð·×Ö{ºfeQ°�¯9®R·×Ñ9´�± �?�2�9Å��.����tÄ½ ËÞÍ

q ∈ Cq

sin q = γq cos(ξq); sin q = γ sin(ξq); � � � Ý
1;2

�
cos q = −γq sin(ξq); cos q = γ cos(ξq). � � � Ý

3;4

�



�u�<Ã ����� º��S·¹°��I­X®
	º���
 ��� ®Ð·��	Ñ9´�¯�±
� ¿QË

qc

y�¿ ¡ ÂÞÁ	¾ Ê ËÎ½ Á ¢ Á2m ¡ Â�|�ÂEËÞ¿<Ú
{

sin q = 0,

cos(ξq) = 0;

{

sin q = 0,

sin(ξq) = 0;
� � � Ç

1;2

�
{

cos q = 0,

sin(ξq) = 0;

{

cos q = 0,

cos(ξq) = 0.
� � � Ç

3;4

�
� ¢ ËÎÍ�½ ÂNo ¡ ÂE¿�t�¿�Â ¡ |�ËÎÍ ¡ Ë

qc

½ Â ¡ ÖÎÑ9´�±�®�¯X´�®UºQ·Ì³-ºS´�¸X¯ �I°�ºQ±>a�Ñ9·¹´�® Å ¡9¢#£ Ö5ÑX´�±�®È¯9´�®
ºQ·Ì³-ºQ´#¸�¯ �I°�ºQ± λ = q2

c

¿ � ½
ÂEË*mÔÁ2p ¡ ¾
¾
γ

�X� ¢�¡ ¾ ¾�o ¡ ÂÞ¿<Â_oSÁ ¢ ÂEË ¡	¢ Ëâ¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿<Â ¡ pÎ¿�n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿
pÞ¿ ¡ ¾ ¢�Ê Ú y�¿�p5Â ¡9¢#£ ¿ � ½ ÂEË§Á ¢ ¾?|(mÔÁ2p7ÂÞÁ	Ú�¿{p ¡ ËÞ½
Á ¢#¡ ¾

ξ
�

7 ¿�o ¡9¢ l/¿QË ¡ ¾
¾ ´�ÑX´�Ö5Ñ9´�±�®È¯9´�®nºS·Ì³/ºS´�¸X¯ �Ì°�º�± � tÄÍ�½Ko5Í £ ¿�n#¿ ¢�£ Á ¢ ËÞÍ�¿cn ¡ p ¡ Ú�¿QËÎ¿�p
γ
�

¡ Â"Â�s Ê�¡ pÎ¿UÁ�m
ËÎÍ�¿
γ

Æ n�Á	½ ¢ ËÎÂ7Á2m ÖÎÑ9Õ&a�� º _���»ÎºÎ¯ �âÖ5Ó�¯9»Þ¯	ÖS®�ºQ»�· ±�®R·×Ö§Ò5°�´�ÖQ®Ð·×ÑX´ γ : Cq → R
Å

D(γ) = {q ∈ Cq | Imγ(q) = 0}
Å � ÂÞ¿S¿/Å �?�2�	�ÈÅ � ¡ ÂÞ¿<Â{� ¡9¢#£ � ��ß

γ(q) =
sin q

q cos(ξq)
; γ(q) =

sin q

sin(ξq)
; � � � �

1;2

�

γ(q) = −
cos q

q sin(ξq)
; γ(q) =

cos q

cos(ξq)
. � � � �

3;4

�
7 ¿ ¢�¡ Ú�¿UËÞÍ�¿(ÂE¿

γ
Æ n#Á/½ ¢ ËÎÂ§Á2mxËÎÍ�¿4m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ γ ¡ Â ºS·Ì³/ºS´�¸X¯ �I°�ºQ± a�ÑX·¹´�®R± �#« ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿

¡9¢�£�¢ Á ¢ oSÁ ¢ ÂEË ¡	¢ ËWn#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿Ø¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿(Â�n�Á	½ ¢ Ë5Âit�¿Nv ¢�£�¡ Â
γ

Æ n�Á	½ ¢ ËÎÂ"Á2m »Þº5¯ � ��� »5±�®
®R­ a�º�� Ö5Ó�¯9»Þ¯	ÖS®ÈºS»�· ±�®R·×Ö�Ò5°�´�ÖQ®Ð·×ÑX´ γ1 : R → R

ß

γ1(x) :=











γ−(x) := γ(ix)
mÔÁ=p

x < 0,

limq→0 γ(q)
mÔÁ=p

x = 0,
½rmôËÞÍ�¿B¾
½ Ú�½ Ë7¿ � ½ Â�Ë5Â

,

γ+(x) := γ(x)
mÔÁ=p

x > 0.

� � � Ü �

� m
x−

½
Â§Â Ê o5Í ¡Ø¢ ¿�l ¡ ËÎ½ k ¿7¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿Wn�Á	½ ¢ Ë�ËÎÍ�¿ ¢ oQÁ2p�pÎ¿<Â�n#Á ¢�£ ½ ¢ l ¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿
λ− =

−x2
−

��� m
x+

½ Â7Â Ê o5Í ¡ n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿B¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿{n#Á/½ ¢ ËÄËÞÍ�¿ ¢ oQÁ=p�pÎ¿<Â�n�Á ¢�£ ½ ¢ l ¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿
λ = x2

+

� d�Á=p§ËÞÍ�¿4n0pÞÁ=y�¾ ¿<Ú � � � ��� Æ � � � � � t�¿UÍ ¡.k ¿

γ−(x) =
sinh x

x cosh(ξx)
, γ+(x) =

sinx

x cos(ξx)
, � � � �

1

�

γ−(x) =
sinh x

sinh(ξx)
, γ+(x) =

sin x

sin(ξx)
, � � � �

2

�

γ−(x) =
coshx

x sinh(ξx)
, γ+(x) = −

cosx

x sin(ξx)
, � � � �

3

�

γ−(x) =
coshx

cosh(ξx)
, γ+(x) =

cosx

cos(ξx)
. � � � �

4

�
� pÞÁ=n#¿�pEËÎ½ ¿(Â7Á2m
ËÞÍ�¿(ÂE¿4m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Âit�¿�pÎ¿ ½ ¢<k ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÞ¿ £ ½ ¢ n ¡ n#¿�pÎÂ �r�=�	� � � ¡ ÂÞ¿(�/Å Ç � ¡9¢�£
�r�.��� � � ¡ ÂÞ¿N� � � � p ¡ n�Í�Â§Á�m

γ1(x)
m¹Á=p kX¡ pÎ½ Á Ê Â k�¡ ¾ Ê ¿<Â§Á�m�n ¡ p ¡ Ú�¿SËÞ¿�p

ξ ¡ pÎ¿Wn0pÞ¿(ÂE¿ ¢ ËÎ¿ £½ ¢ dx½?l � � �-� ¢ Á Ê pcn ¡ n�¿�p �r�=�	�[t�¿"½ ¢<k ¿(Â�ËÎ½rl ¡ ËÞ¿ £ � Ë Ê pÞÚ Æ�� ½ Ê�k ½ ¾
¾ ¿Wn�pÎÁ2y�¾
¿SÚ � � � ���_tÄ½ ËÞÍ
y#Á Ê�¢�£�¡ p�|xoQÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ Â

u(0) = 0 ¡	¢�£ u′(1) = γu(ξ) ¡9¢�£ ½ ¢<k ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÞ¿ £ o5Í ¡ p ¡ o�ËÎ¿�p Æ
½
ÂEËÞ½KoSm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ γ+(x) =

x cos x

sin(ξx)

�g� mct�¿�oQÁ	Ú�n ¡ pÞ¿ªËÞÍ�½ Â m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢�¡9¢�£ ËÞÍ�¿�o5Í ¡ p ¡ o Æ
ËÞ¿�pÎ½ Â�ËÎ½?o m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ½ ¢ � ¡ ÂÞ¿ØÝzt�¿Ml	¿SË+ËÎÍ ¡ ËBÚ ¡9¢ |xn�pÎÁ2n�¿�pÞËÞ½
¿<Â�Á�m%ËÞÍ�¿�o5Í ¡ p ¡ o�ËÞ¿�pÞ½ ÂEËÞ½Ko



� ´ � Ñ�±�·¹®Ð·¹¸�º���·Ì³-ºS´<Ò5°�´�ÖS®Ð·×ÑX´�±ªÑEÒ � ®Ð°�»�Õ����
·×ÑX°�¸(· � � º � »ÞÑ�� � ºSÕ
	
·¹®ÔÓ���
�� �u� �

J����âJ 5�CB8 Y
ξ = 1

3

D ���âJ 5�CB8 Y
ξ = 1

2

>����âJ 5�CB8 Y
ξ = 2

3

;����âJ 5�C�6 Y
ξ = 2

7

C ���âJ 5�C+6 Y
ξ = 1

2

>����âJ 5�C�6 Y
ξ = 2

3

8����âJ 5�C"N Y
ξ = 2

7

D	���âJ 5�C"N Y
ξ = 1

2

G
���âJ 5�C"N Y
ξ = 3

4

� ���âJ 5�CÄZ Y
ξ = 1

3

H����âJ 5�C"Z Y
ξ = 1

2

]
���âJ 5�C7Z Y
ξ = 2

3


����	�wX R����0I :-F/>ÎW�G \ F γ1(xπ)
H��nCÎV W�GI>�JS]#]IGIF C�5 ; C�5 > V G D�C > \ F 5 WEJ<FXW C G78 C F�6<J<]7: C�5�H

m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ pÎ¿S¾ ¡ ËÎ¿ £ tÄ½ ËÞÍ oSÁ ¢ ÂEË ¡	¢ Ë�¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿(ÂSÅ � ¿�pÞÁ�¿<Â ¡9¢�£ n�Á	¾
¿<Â ¡ pÎ¿ ½ ¢<k ¿<ÂEËÞ½?l ¡ ËÞ¿ £½ ¢ �?�2� � � 7 ¿ ¢ Á9ËÎ¿{ËÞÍ ¡ Ë ¡ ¾ ¾ � ¿�pÎÁ�¿<Â ¡	¢�£ n�Á	¾
¿<Â Á2m§ËÞÍ�¿ o5Í ¡ p ¡ oQËÞ¿�pÎ½ Â�ËÎ½?oSm Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢�¡ pÞ¿
¢ Á ¢�¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿ pÞ¿ ¡ ¾ ¢�Ê ÚSy#¿�pÎÂ �



�2� É ����� º��S·¹°��I­X®
	º���
 ��� ®Ð·��	Ñ9´�¯�±
Y ADZ[Z - ; 1 ��ÑX´�±�®È¯9´�®BºQ·Ì³-ºQ´#¸�¯ �I°�ºQ±¥Ù	Ñ ´�Ñ9® º`_/· ±�®ôÒQÑ9» ·¹»�»Þ¯9®R·×Ñ9´�¯ � ξ �>	xÓ�· � ºUÒQÑ9» »Þ¯ �
®R·×Ñ9´�¯ � ξ = r = m

n
∈ [0, 1] ®ÔÓ�ºS­sº _	· ±�®�ÒQÑX» ºS¸�ºS´ m ¯X´�Ù�Ñ(Ù	Ù n ¯X´�Ù�Ö5ÑX´�±5®�¯X´#®

ºQ·Ì³-ºQ´#¸�¯ �I°�ºQ±Ø¯X»Þº ºfeQ°�¯ �1®ÈÑ λk = c2
k
� ck = π(k − 1

2
)n � k ∈ N

�
7lÍ�¿ ¢ γ

½ Â#pÎ¿ ¡ ¾RÅ�Ú Ê ¾ÌËÎ½rn�¾ ¿ ¡	¢�£ oQÁ/ÚMn�¾ ¿ � ¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿<Â#o ¡	¢ ¿ � ½
ÂEË#mÔÁ2p ¡ ¾ ¾
γ 6= 0 ¡	¢�£

mÔÁ2p ¡ ¾
¾
ξ ∈ (0, 1)

�ô� ¢ ËÎÍ�¿xo ¡ ÂÞ¿
ξ = 1 � ËÎÍ�¿xoQ¾ ¡ ÂÎÂE½Ko ¡ ¾�ËÞÍ�½rp £ Ë"|<n�¿ oSÁ ¢�£ ½ ËÞ½
Á ¢ �4t�¿

Í ¡.k ¿§Á ¢ ¿ ¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿§¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿�mÔÁ2p
γ > 0

Å$y�¿�o ¡	Ê ÂÞ¿ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ coshx

x sinh x

½
Â%Ú Á ¢ Á9ËÎÁ ¢ ¿
½ ¢ o�pÞ¿ ¡ ÂÞ½ ¢ l�m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (−∞, 0) ¡	¢�£ ËÎÍ�¿ Á9ËÎÍ�¿�p+¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿(Â ¡ pÞ¿4n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿
¡9¢�£ ÂE½
Ú�n�¾
¿	Å_y�¿�o ¡	Ê ÂÞ¿zm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ (

−
cosx

x sin x

) ½ Â�Ú�Á ¢ Á	ËÞÁ ¢ ¿ ½ ¢ o�pÞ¿ ¡ ÂÞ½ ¢ l m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢
tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (π(k−1), πk)

Å
k ∈ N

� 7�¿ mÔÁ=pÞÚ Ê ¾ ¡ ËÞ¿ ¡ ¾
¿SÚ�Ú ¡ Á ¢ª¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿%¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿<Â
½ ¢ � ¡ ÂÞ¿BÝ �
Y ADZ[Z -���1 Ï Ò ξ ∈ (0, 1) ��®ÔÓ�ºS´�®ÔÓ�ºS»Þº�º`_/· ±�®R± x∗ = x∗(ξ) < 0 ¯9´�Ù γ∗ = γ−(x∗) ∈
(0, +∞) ±�°�Ö5Ó¶®ÔÓ�¯9®�®ÔÓ�ºS»Þº º`_/· ±�®R± Ñ9´�º Ù	Ñ9°/��� º ´�ºÈ³/¯9®R·¹¸Xº�ºQ·Ì³-ºQ´#¸�¯ �I°�º�ÒQÑX» γ = γ∗

¯9´�Ù
®�	%Ñ ´�ºÈ³-¯X®Ð·¹¸�º{ºS·Ì³/ºS´�¸X¯ �Ì°�º�± º _/· ±�®�ÒQÑ9» γ ∈ (γ∗, +∞) ��¯9´�Ù ´�ºÈ³-¯X®Ð·¹¸�º�ºS·Ì³/ºS´�¸X¯ �I°�ºQ±�Ù/Ñ
´�ÑX®§º`_/· ±�®�ÒQÑX» γ < γ∗

�
� »ÞÑ(Ñ�Ò � d Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ y1(x) := tanh x − 1/x

½
Â ¡ Ú�Á ¢ Á9ËÞÁ ¢ ¿¶½ ¢ o pÎ¿ ¡ ÂÞ½ ¢ l m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢
tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (0, +∞)

Å2y�¿�o ¡9Ê ÂÞ¿
y′

1(x) := 1/ cosh2(x)+1/x2 > 0 ¡9¢�£ y1(0) = −∞
Å

y1(+∞) = 1
��� Á�Å<ËÞÍ�¿�pÞ¿�¿ � ½
ÂEË

x0 ≈ 1.199678
Â Ê o5ÍBËÞÍ ¡ Ë

y1(x0) = 0 ¡9¢#£ y1(x) < 0mÔÁ2p
x ∈ (0, x0)

Å
y1(x) > 0

mÔÁ2p
x > x0

� d Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ y2(x) := tanh x
½ Â ¡ n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿Ú Á ¢ Á9ËÎÁ ¢ ¿§½ ¢ o pÎ¿ ¡ ÂE½ ¢ lWm Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (0, +∞)

�X� ¢ n ¡ n�¿�p#�?�2�	��t�¿#n�pÎÁ k ¿ £ ËÞÍ ¡ Ë
m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ tanh(ξx)/ tanh x � ¡	¢�£ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ y3(x; ξ) := tanh(ξx)/ tanh x/ξ

��½ Â ¡
n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿U½ ¢ o pÎ¿ ¡ ÂE½ ¢ lSm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (0, 1)

mÔÁ2p ¡ ¾ ¾
ξ ∈ (0, 1)

��� Í�¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢

y(x; ξ) :=
x tanh x − 1

ξx coth(ξx)
= y1(x)y2(x)y3(x; ξ)

½
Â ¡ n�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿¥Ú Á ¢ Á9ËÎÁ ¢ ¿ ½ ¢ o pÎ¿ ¡ ÂÞ½ ¢ l m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ x > x0
¡9¢#£ ½ Ë ½ Â ¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿

tÄÍ�¿ ¢ x ∈ (0, x0)
¡9¢#£ y(0; ξ) = −1

Å
y(x0; ξ) = 0

Å
y(+∞; ξ) = 1/ξ

�n� Á#Å�ËÞÍ�¿�pÞ¿
¿ � ½
ÂEËÎÂ§Á ¢ ¾?| Á ¢ ¿4n�Á	½ ¢ Ë

x∗ = x∗(ξ) ∈ (x0, +∞)
Â Ê o5Í ËÞÍ ¡ Ë

y(x∗) = 1
�

d Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ y4(t) := tanh t/t
½
Â ¡ Ú�Á ¢ Á	ËÞÁ ¢ ¿ £ ¿�o pÎ¿ ¡ ÂE½ ¢ l m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ t ∈

(0, +∞)
Å{y�¿�o ¡9Ê ÂÞ¿

y′

4(t) :=
(

2t − sinh(2t)
)

/(2t2 cosh2 t) < 0
�B� ½ ¢ oQ¿

xξ ∈
(0, +∞)

Å<t�¿+Í ¡.k ¿7ËÎÍ ¡ Ë m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ tanh(ξx)/(ξx) � ¡	¢�£ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â
y3(x, ξ)

Å
y(x; ξ)ËÞÁ�Á � ¡ pÎ¿¶Ú�Á ¢ Á	ËÞÁ ¢ ¿ £ ¿�o pÎ¿ ¡ ÂE½ ¢ l m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ tÄÍ�¿ ¢ ξ ∈ (0, 1)

mÔÁ2p ¡ ¾ ¾ v � ¿ £ x
��� Á#Å

x∗ > x1 ≈ 2.065338
tÄÍ�¿�pÎ¿

x1

½
Â�ËÞÍ�¿ pÎÁ�Á9Ë¶Á�m�¿�s Ê�¡ ËÎ½ Á ¢ y(x1; 0) = 1
Å7½ � ¿ �

x1 tanhx1 = 2
�

� ½ ¢ oQ¿
ξx coth(ξx) > 0

m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ f(x; ξ) := x tanh−1 − ξx coth(ξx) < 0
mÔÁ2p

x ∈ (0, x∗(ξ))
Å
f(x; ξ) > 0

mÔÁ=p
x ∈ (x∗(ξ), +∞) ¡	¢�£ f(x∗(ξ); ξ) = 0

� dô½ ¢#¡ ¾
¾r|/Å
t�¿UÍ ¡.k ¿

d

dx

coshx

x sinh(ξx)
= f(x; ξ)

coshx

x2 sinh(ξx)
.

� Í�¿ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ γ−(x; ξ)
Å
x ∈ R

½ Â ¡9¢ ¿ k ¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ��� Í�¿�pÎ¿ mÔÁ=pÞ¿/ÅxÚ�Á ¢ Á9ËÎÁ ¢ ½KoQ½ Ë"|
n�pÞÁ=n#¿�pEËÎ½ ¿(ÂBÁ�m§ËÎÍ�¿�m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ γ−(x; ξ)

Å
x < 0

mÔÁ	¾
¾
Á$t m�pÎÁ	ÚtËÞÍ�¿zn�pÞÁ=n#¿�pEËÎ½ ¿(ÂUÁ�m§ËÞÍ�¿
m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ f(x; ξ)

ß�½rm
ξ ∈ (0, 1)

Å�ËÞÍ�¿ ¢ ËÎÍ�¿�pÎ¿B¿ � ½ Â�Ë5Â
xmin = −x∗(ξ) < x1

Â Ê o5Í ËÞÍ ¡ Ë
γ−(x; ξ)

½
Â ¡�£ ¿�o�pÞ¿ ¡ ÂÞ½ ¢ l m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ mÔÁ=p x 6 xmin
¡9¢�£ γ−(x; ξ)

½ Â ¡9¢ ½ ¢ o pÎ¿ ¡ ÂE½ ¢ l
m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ mÔÁ2p xmin 6 x < 0

mÔÁ2p ¡ ¾ ¾
ξ ∈ (0, 1)

�
�
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J��
y = y(x)

D �
x = xr(y) >��

x = vr

b (y)

;�� x = vr

a(y) Y T r

a

C � x ≡ xc
Y x ≡ xd

>�� x = vr(y) Y T r


����	�wX R�� �<I :/F->ÎW�G \ F 5
y(x) Y

xr(y) Y
vr

b (y) Y
vr

a(y) Y
vr(y) Y$; \�@ J<GIF 5

T r

a

Y
T r Y

I = (0, +∞)
H

d�Á2p�ËÎÍ�¿ ¢ ¿�l ¡ ËÞ½ k ¿+¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿
λ = −x2

¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ½
Â
u(t) = sin(xt) � � ¡ ÂÞ¿

�	Å � � ¡9¢#£ u(t) = cos(xt) � � ¡ ÂÞ¿ Ý�Å Ç � �#� Á�Å ¡ ¾
¾1¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â ¡ pÞ¿4n�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿BÁ2p ¢ ¿�l Æ
¡ ËÞ½ k ¿U½ ¢ ËÞÍ�¿B½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾

(0, 1)
�

8 ºSÕ�¯9» ��� �Dd�Á2p ¡ ¾ ¾
γ ∈ R

ËÞÍ�¿B¾
¿ ¡ Â�Ë#n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿B¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿�¿ � ½ Â�Ë5Â �
� »ÞÑ(Ñ�Ò � � ¿SË�o5Í ¡ p ¡ o�ËÎ¿�pÎ½
ÂEËÞ½Ko�m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ½ Â ¢ Á9Ë ¡	¢ ¿ ¢ ËÎ½rpÎ¿_m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ ��� ¢ � ¡ ÂE¿i�	Å ��Å Ý�Å Ç t�¿
Í ¡.k ¿
ËÎÍ�¿cv0pÎÂEËxÁ=p £ ¿�p�n�Á	¾
¿<Â ¡9¢#£ y�¿QË"t�¿S¿ ¢ Ë"t�ÁWn#Á/¾ ¿(Â � Á2p�y#¿SË"t�¿<¿ ¢ n�Á	¾
¿ ¡	¢�£ oQÁ ¢ ÂEË ¡9¢ Ë
¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿(Â4n#Á/½ ¢ Ë � v ¢ ½ ËÞ¿ ¢-Ê Ú y�¿�p � > 0

� � ¿�pÞÁ�¿<ÂU¿ � ½
ÂEË �ô� ¿QË
z−

¡9¢�£ z+
¡ pÎ¿ Ë"t�Á

¢ ¿ � Ë � ¿�pÎÁ�¿<ÂimÔÁ2p�ËÞÍ�¿Mn�Á	¾
¿
p ¡	¢�£ z− < p < z+

Å�ËÎÍ�¿ ¢ γ+([z−, z+]) = R
�1� Á�Å�ËÎÍ�¿

¾ ¿ ¡ ÂEË�n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿U¿S½?l	¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿+¿ � ½
ÂEËÎÂ ��� m�o5Í ¡ p ¡ o�ËÎ¿�pÎ½
ÂEËÞ½Ko#m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ½ Â ¡9¢ ¿ ¢ ËÞ½?pÞ¿Wm Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ËÞÍ�¿ ¢ ¡ n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿xoQÁ ¢ ÂEË ¡9¢ Ë�¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿ ¿ � ½ Â�Ë5Â ¡	¢�£ ËÞÍ�¿¶¾
¿ ¡ ÂEË�n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿¥¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Ê ¿
¿ � ½
ÂEËÎÂ<Å�ËÞÁ�Á �

�

; 1 ; 1���? )X?�' GOA U ,TLBZ +SR�Ax,T?O@MR�+ UWI�C�/2+S?�LBC�)

7 ¿�½ ¢ Ë�pÎÁ £�Ê oS¿ ¡ mÔ¿�t £ ¿�v ¢ ½ ËÞ½
Á ¢ Â�tÄÍ�½Ko5Í4t�¿ Ê ÂE¿�ËÞÁ £ ¿(Â�o�pÞ½?y�¿Pn#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿%¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â
½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾
Â�mÔÁ=p#n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿U¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿<Â �

� Ê n�n�Á/ÂÞ¿¥ËÞÍ ¡ ËMm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ y : I → R
ÅPtÄÍ�¿�pÞ¿

I = [a, b]
Å
(a, b)

Å
[a, b)

Å
(a, b)

Å
a, b ∈ R := R ∪ {±∞}

Å ¡�£ Á/Ú ¡ ½ ¢ Á2m§ËÞÍ�½ Â4m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ ½ Â
D ⊂ I ¡9¢#£ ¡ p ¡	¢ l	¿{Á2m

ËÞÍ�½ ÂWm Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ½ Â ¡ ÂÞ¿QË
R̄ ⊂ R � ÂE¿<¿	Å dô½rl � � ¡ � � 7�¿�o ¡ ¾
¾nËÎÍ�¿�n#Á/½ ¢ Ë

(xr, yr)
Á�m�ËÎÍ�¿

m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â
y(x)

l=p ¡ n�Í ¸(· ±�·O��� ºØÒ5»ÞÑ9Õv®¹Ó�º�»�·Ì³�Ó�® a�ÑX·¹´#® Å
½rm
yr = y(xr) 6= y(x)

mÔÁ=p
¡ ¾
¾

x ∈ (xr, b] ∩ D � ÂE¿<¿	Å dx½?l � �$y � �x� ¢ ËÞÍ�½ ÂSv0l Ê pÎ¿ V
½
Â k ½
ÂÞ½?y�¾ ¿ m�pÞÁ/ÚqËÞÍ�¿zpÞ½?l	Í-Ë

n#Á/½ ¢ Ë<Å ¡	¢�£ N
Å
S ¡ pÎ¿ ¢ Á9ËBÂ Ê o5Í~n�Á	½ ¢ Ë5Â ��� m§Â Ê o5Í n#Á/½ ¢ ËB¿ � ½ Â�Ë5Â�½ÌËB½ Â"ËÎÍ�¿�pÞ½?l	Í-ËÎÚ Á-Â�Ë

n#Á/½ ¢ Ë�Á�mÄËÞÍ�¿ m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ y(x)
l2p ¡ n�Í mÔÁ=p v � ¿ £ yr

�ô� ¿QË
R
y#¿ ¡ ÂÞ¿QË�Á�mÄËÞÍ�¿zn�Á	½ ¢ ËÎÂ
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yr ∈ R̄
Â Ê o5ÍØËÎÍ ¡ Ë�¿ � ½
ÂEËÎÂ k ½ ÂE½?y�¾
¿ m�pÞÁ/Ú|ËÞÍ�¿�pÞ½?l	Í-Ë_n�Á	½ ¢ Ë

(xr , yr)
�	� ¢ dô½?l � ��y

yr ∈ R
Å

y Ê Ë
ys 6∈ R

� d�Á2p ¿ ¡ o5Í
y ∈ Rr

t�¿(o ¡9¢ ¡ ÂÎÂÞ½rl ¢ Á ¢ ¾r| Á ¢ ¿ k ½ ÂE½?y�¾
¿�m�pÞÁ/Ú*ËÎÍ�¿�pÞ½?l	Í-Ë
n#Á/½ ¢ Ë

xr(y)
Åg½ � ¿ � t�¿�o ¡	¢ £ ¿�v ¢ ¿{ÂÞ½ ¢ l/¾ ¿ Æ kX¡ ¾ Ê ¿ £ m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ xr : yr 7→ xr

¡9¢�£ ËÞÍ�½ Â
m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ½
Â y�½ Û�¿�o�ËÎ½ Á ¢ y�¿QË"t�¿S¿ ¢ R ¡9¢�£ Dr := xr(R) ⊂ D

��� m
ys ∈ R̄r r RrËÞÍ�¿ ¢ ys

Æ kX¡ ¾ Ê ¿ Á�m�ËÞÍ�¿Mm Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ y(x)
½ ÂUÁ2y�Ë ¡ ½ ¢ ¿ £ ½ ¢ ËÎÍ�¿�½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾

(a, b]
½ ¢ v ¢ ½ ËÞ¿<¾r|

Ú ¡	¢ | ËÞ½
Ú�¿<Â �	� ¢ ËÎÍ�½
Âco ¡ ÂE¿#t�¿ ¡ ÂÎÂE½?l ¢MkX¡ ¾ Ê ¿
vr

b (ys) := supx∈I∩D{x | y(x) = ys}
�9� m

y ∈ Rr
Å�ËÎÍ�¿ ¢ vr

b (y) := xr(y) � ÂE¿<¿	ÅMdx½?l � ��Å o � � dô½ ¢�¡ ¾ ¾?|	Å[t�¿ £ ¿ v ¢ ¿
vr

a(y) := vr
b (y)mÔÁ2p

y ∈ R̄ ¡9¢�£ vr
a(y) := a

mÔÁ2p
y 6∈ R

��� Á�Å[t�¿ Í ¡.k ¿BËÎÍ�¿Nm Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ vr
a : R → [a, b]¡9¢�£�¡ ÂE¿SË

T r
a := {(x, y) ∈ R2

x,y | a < x < vr
a(y)} � ÂÞ¿S¿/Å+dx½?l � � £ � � 7�¿(o ¡ ¾ ¾âËÎÍ�½ Â

m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢{¡ Â ¸(· ±5·O� � ºâÒ5»ÞÑ9Õ�®¹Ó�º7»�·Ì³�Ó�®�Ò5°�´�ÖS®Ð·×ÑX´ l/¿ ¢ ¿�p ¡ ËÞ¿ £ y<|4m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ y = y(x)
�/� ¿SË

[xc, xd] ∈ [a, b]
�x� Í�¿ ¢ t�¿ oQÁ ¢ ÂÞ½ £ ¿�p ®Ð»�°�´�Ö5¯X®�º5Ù�¸(· ±�·O��� º Ò5»ÞÑXÕ ®ÔÓ�º »�·Ì³�Ó�®�Ò5°�´�ÖS®Ð·×ÑX´

� ÂÞ¿S¿	ÅBdx½?l � �9¿	Å m �
vr(y) := max{xc, min{xd, v

r
a(y)} }.

� m

T r
c := {(x, y) ∈ R

2
x,y | a < x < xc}, T r

d := {(x, y) ∈ R
2
x,y | a < x < xd}

ËÞÍ�¿ ¢¶£ Á	Ú ¡ ½ ¢

T r := {(x, y) ∈ R
2
x,y | a < x < vr(y)} = (T r

a ∩ T r
d ) ∪ T r

c .

; 1 � 1�� L[)S? +S? EMA AD?O@MAPC�UWI6C�/�+X?OLMC�) UWLw,���L[)S? +S? EMA AP?�@BADCFE�-HG�I6A<)

� ½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ÂNmÔÁ=pSn�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿ ¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿<ÂBÁ2mÄËÞÍ�¿ ¾ ½ ¢ ¿ ¡ pMn�pÞÁ=y�¾
¿SÚ � � � ��� Æ � � � � � ¡ pÞ¿
u(t) = sin(xt) � � ¡ ÂÞ¿ �/Å�� � ¡	¢�£ u(t) = cos(xt) � � ¡ ÂÞ¿ Ý�Å Ç � � d Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ sin(xt)½
Â�n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿¶½9q

xt ∈ (0, π) ¡9¢�£ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ cos(xt)
½
Â�n�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿¶½9q

xt ∈ (0, π/2)
�

� Í�¿7½ ¢ ËÎ¿�p kX¡ ¾�½ ÂPy�½rl=l	¿<ÂEËPtÄÍ�¿ ¢ x = x+

tÄÍ�¿�pÎ¿
x+

½ Â
ËÎÍ�¿7¾
¿ ¡ Â�Ë n�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿7¿<½rl/¿ ¢<kX¡ ¾ Ê ¿ �
� Í�½
Âx¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿co ¡	¢ y�¿�oSÁ ¢ ÂEË ¡	¢ ËxÁ2p ¢ Á ¢ oSÁ ¢ ÂEË ¡	¢ Ë �S� m�ËÞÍ�¿�pÞ½?l	Í-ËâÂE½ £ ¿%Á2m�ËÞÍ�¿�½ ¢ ËÎ¿�p kX¡ ¾
� tÄÍ�¿�pÞ¿�¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ ½ Â�n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿��1½
Â

t = y
ËÎÍ�¿ ¢ x+ = π

y
� � ¡ ÂE¿W�	Å$� � ¡	¢�£ x+ = π

2y� � ¡ ÂÞ¿BÝ�Å Ç � �
� ¿QË £ ¿�v ¢ ¿ »Þº5¯ � � ±Qº5Ö5ÑX´�Ù{®Ð­ a�º � ÖÎÓ�¯X»Þ¯/ÖQ®�ºS»�· ±5®Ð·×Ö�Ò5°�´�ÖS®R·×Ñ9´ γ2+ : R+ → R

ß

γ2+(y) := γ1+(π
y
) =

sin π
y

π
y

cos(ξ π
y
)
; γ2+(y) := γ1+(π

y
) =

sin π
y

sin(ξ π
y
)
; � � � Ã

1;2

�

γ2+(y) := γ1+( π
2y

) =
− cos π

2y

π
2y

sin(ξ π
2y

)
; γ2+(y) := γ1+( π

2y
) =

cos π
2y

cos(ξ π
2y

)
. � � � Ã

3;4

�

� Í�¿ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ γ = γ2+(y)
l/¿ ¢ ¿�p ¡ ËÞ¿(Â#m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ y = vr

a(γ)
tÄÍ�½Ko5Í�½ Â k ½ ÂÞ½ry�¾
¿Sm�pÞÁ/Ú

ËÞÍ�¿4pÎ½rl/Í-Ë ¡	¢�£¶£ Á	Ú ¡ ½ ¢ T r
a

��� m_oQÁ ¢ ÂEË ¡9¢ ËÄ¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿<Â�¿ � ½ Â�ËÄËÎÍ�¿ ¢ Ë�p Ê�¢ o ¡ ËÎ¿ £ k ½
ÂÞ½ry�¾ ¿
m�pÞÁ/Ú*ËÞÍ�¿(pÞ½?l	Í-Ë{m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ y = vr(γ)

t�¿�oSÁ ¢ ÂEË�p Ê o�ËNtÄ½ ËÞÍ
yc = π

x1

� � ¡ ÂE¿ �/Å � ��Á2p
yc = π

2x1

� � ¡ ÂÞ¿ Ý�Å Ç � ¡	¢�£ yd = 1
Å#¿S¾ ÂE¿ t�¿BË ¡ À/¿

yc = 0 ¡	¢�£ yd = 1
��� Í�¿Nl=p ¡ n�Í�Â

Á�m�m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â
γ2+(y)

Å
vr(γ) ¡9¢#£{£ Á	Ú ¡ ½ ¢ T r ¡ pÞ¿#n�pÎ¿<ÂÞ¿ ¢ ËÎ¿ £ ½ ¢ dô½?l � Ý mÔÁ2p kX¡ pÞ½
Á Ê Â

ξ
� ÂÞ¿S¿U¾ ¿�l	¿ ¢�£ ½ ¢ dô½rl � Ý ¡ � ��� ¢ ËÎÍ�¿<ÂÞ¿{v0l Ê pÞ¿(Â ¡ n ¡ pÞË§Á2m ¡ l=p ¡ n�Í Á2m�m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â

γ2+(y)½
ÂUÍ�½ £�£ ¿ ¢ ½ ¢ ËÞÍ�¿ k ½?oS½ ¢ ½ÌË"|�Á2m ¡z� ¿�pÎÁ ��� m%ËÎÍ�¿�n#Á/½ ¢ Ë
(y, γ) ∈ T r

ËÎÍ�¿ ¢ ËÞÍ�¿�pÎ¿Ø¿ � ½ ÂEËÎÂ
n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿§¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿

λ = π2/(vr(γ))2 � � ¡ ÂE¿{�/Å � �1Á=p
λ = π2/(2vr(γ))2 � � ¡ ÂE¿§Ý�Å Ç �

mÔÁ2p�ËÞÍ�½ Â
γ ¡9¢#£ oQÁ=p�pÎ¿<Â�n#Á ¢�£ ½ ¢ lB¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â ¡ pÎ¿in�Á/ÂÞ½ ËÞ½ k ¿�tÄÍ�¿ ¢ t ∈ (0, y) � � ¡ ÂÞ¿

�	Å � ��Á2p
t ∈ [0, y) � � ¡ ÂE¿BÝ�Å Ç � �

d Ê pÞËÞÍ�¿�p<Å�t�¿ £ ¿(Â�o�pÞ½?y#¿{½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾ ÂUÁ�m§¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â<Å tÄÍ�¿�pÞ¿�n�Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿{¿S½?l	¿ ¢CkX¡ ¾ Æ
Ê ¿<ÂÄ¿ � ½
ÂEË ¡9¢�£ ¿<½rl/¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÞ½
Á ¢ Â mÔÁ2pÄËÎÍ�¿<ÂÞ¿B¿S½?l	¿ ¢<k�¡ ¾ Ê ¿<Â ¡ pÎ¿{n#Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿ � � p ¡ n�Í�Â§Á2mxËÎÍ�¿
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J����âJ 5�CB8 Y ξ = 1

8

D ���âJ 5�CB8 Y ξ = 1

2

>����âJ 5�CB8 Y ξ =
√

3

3

;����âJ 5�C�6 Y
ξ = 2

7

C ���âJ 5�C+6 Y
ξ = 1

2

>����âJ 5�C�6 Y
ξ = 5

7

8����âJ 5�C"N Y
ξ = 1

5

D	���âJ 5�C"N Y
ξ = 1

2

G
���âJ 5�CB8 Y
ξ = 3

4

� ���âJ 5�CÄZ Y ξ = 1

5

H����âJ 5�C 8 Y ξ = 1

2

]
���âJ 5�CB8 Y ξ = 7

9


����	�wX R�� �0I :-F/>ÎW�G \ F 5
γ2+(y) Y

vr(γ) JSF<;M; \�@ JSGÌF
T r
H

m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â
γ2+ � y�¾ ¡ o5À £�¡ ÂÞÍ�¿ £ �QÅ

vr � ÂÞÁ	¾
½ £ ¾ ½ ¢ ¿�� ¡9¢#£ £ Á	Ú ¡ ½ ¢ Â
T r ¡ pÞ¿¥ÂEÍ�Á$t ¢ ½ ¢

dx½?l � Ý �
� -0)SA < � d�Á2p�ËÞÍ�¿ n�pÎÁ2y�¾
¿SÚ � � � ����� � � � � 1 � £ Á/Ú ¡ ½ ¢ T r

½ Â�¿�s Ê�¡ ¾ � ÂE¿<¿	ÅDdx½?l � Ý ¡ Æ o ��ß
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J����âJ 5�CB8 D ���âJ 5�C+6

>����âJ 5�C"N ;����âJ 5�C7Z

����	�wX R�� ��A D CÄT�\�5 G W�G76 CÄC G78 C F=>?:-F->ÞW�G \ F 5%C�L G 5 W C F-> C ; \�@ JSGIF GIF W�D C GÌFXW CÎV 6<J<] (0, 1)

H

T r =

{

0 < y < 1
tÄÍ�¿ ¢ 0 6 γ < 1,

0 < y < vr(γ; ξ)
Á9ËÎÍ�¿�p�tÄ½
ÂÞ¿

,

mÔÁ=p
ξ ∈ (0, 1

2
);

T r = (0, 1) × R
mÔÁ2p

ξ = 1
2
;

T r =

{

0 < y < vr(γ; ξ)
tÄÍ�¿ ¢ 0 < γ 6 1,

0 < y < 1
Á9ËÞÍ�¿�p�tÄ½
ÂÞ¿

,

mÔÁ=p
ξ ∈ ( 1

2
, 1).

� Á-ÂE½ ËÞ½ k ¿Ø¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ oQËÞ½
Á ¢ Â+¿ � ½ Â�ËU½ ¢ ËÞÍ�¿ ½ ¢ ËÎ¿�p kX¡ ¾
(0, 1)

tÄÍ�¿ ¢ 0 6 γ < 1
Å
ξ 6 1

2

Á2p
γ 6 0

Å
ξ > 1

2

Á2p
γ > 1

Å
ξ > 1

2
� ÂÞ¿S¿/ÅHdx½?l ��Ç ¡ � �

�
Ñ9»ÞÑ � �
¯X»�­ 9 � � Á/ÂÞ½ÌËÎ½ k ¿§½ ¢ ËÞÍ�¿Ä½ ¢ ËÞ¿�p kX¡ ¾
(0, 1)

mÔÁ2p ¡ ¾ ¾
ξ ∈ (0, 1)

¿S½?l	¿ ¢ m Ê�¢ o�ËÎ½ Á ¢ Â
¿ � ½ ÂEË
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