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Þ	Ô���Ú�r=x�xEt�r	Ú»Ü��+kÇßqr	�1Ô�xÇÛTÛO�*w=z�ÚÇÛ*�=�8}F�­�>���

 ×��9� t�r	Ú7��ÛIk»�	ß à
Û9� ��ßux�p
z*x�xHßqr	�*x9�

���6|'Û�x�kÇßqw'�+kÇßqr	�*x
�	ÚÇÛ7��ÛTÛ9��Û9�vt�r'ÚHk�m�ÛLn�Ú»Û9��ßup�k»ß�r'� �>���JpIr	�6k»Ú�r'àjr+t�k�m�Û*�+}hrG|	Û"Ü Û9��Ö
kÇßqr	��Û;�"njm�Û9�jr	Ü�Û9���<p
r	�*pTÛTÚ»��ß
�jw�k�m�ÛKn�à
�=xHÜ��¥�>Ú�pfp
z�k�k»ß �jw�n�Ú�r�pRÛ�x�x9�,  r<w'ÛIk��<�6z��	��Ö
kÇß�k»�Gk»ß�|'Û ��Û�x�pTÚÇßqn�k»ß�r'�lr+t�k�m�Û�n�Ú�r�pRÛ�x�x9ÔEr	��Û�Ú»Û��6z�ß
ÚÇÛ�x � Ü��Gk�m�ÛTÜ��+kÇßupT�>à*Üvr���ÛTàft�r	Ú
ßMk;�l�~k�Ü<z*x�k�ß �@|=r	àq|	Ûvk�m�ÛÆ��ß���Û9ÚÇÛ9�=k<njm�Þ@xÇßupT�>àEnjm�ÛT�*r	Ü�ÛT����r@p�pIz�Ú»Ú»ß �jw�ß
��k�m�Û � r'Ú��,Ö
n�ß Û�pRÛ ��z�Ú»ß �jw�k�m�Û�pIz�k;Ô¾ßÉ� Û	��m�Û9�+k<pIr'����z*pIkÇßqr	�1Ô$pIr'�6|'Û�pIkÇßqr	� �>��� Ú»�'��ß
�+kÇßqr	�uÛI�xÛ�pIk�x9Ô
Ü Û�p�m��>��ßqp9�>à#��ÛIt�r	Ú»Ü��Gk»ß�r'�*xTÔ-njm��-xÇÛ�k»Ú»�	�*xHß�kÇßqr	��Ô	ÛIk�p>�� dm�Û"Üvr���Û9à*m��=xQk�m�ÛT��k�rD}�Û"�@z�Ö
Ü Û9ÚÇßupT�	à à
ÞJxÇß Ü<z�à �GkÇÛ;� Ô��	����k�m�Û]Ú»Û�x�z�à�k�x�r-t k�m�Û�xHß
ÜDz�à
�+kÇßqr	�*xdm��(|'ÛOk�r�}�Û�|	Û9ÚÇß���Û9��}�Þ
Û
	�n#Û9ÚÇß
Ü�ÛT�6k�x9� �vÛÆ��r �jr+kDp
r-n�Û � ßMk�m�k�m�Û�xHÛ�ßux�x�z�Û�x�m�ÛTÚ»Û��>��� ÚÇÛ
t±ÛTÚKk�m�Û Ú»Û9�	��ÛTÚOk�r

 ×����É�

4 , 4 ,�� '�%�� <?> '�%��8)-'2: > 8�� <?:=:��=B��

 dm�ÛTÚ»Û�ßuxV�"|Y�-x�k*�@z�Ü<}#Û9ÚOr-tEx�pTß Û9�6kÇß��FpDn*zj}�à
ßqp9�GkÇßqr	�Fxfp
r	�*pTÛTÚ»��ß �*w�k�m�Û���ß���Û9ÚÇÛ9�6kV�=x�Ö
n#Û�p�k�x�r+t�Ü��Gk�m�ÛTÜ��Gk»ßqp9�>à>Üvr���ÛTà
à
ß �jw�r-t@k�m�Û9ÚÇÜ��>à=pIz�k�kÇß
�jw��R����m�ßqx n�ß�r'��ÛTÛ9ÚÇß
�jw � r	Ú�� 
 Ñ2�
�
r	��k�m�Û�Ü��+k�m�Û9Ü��GkÇßupT�	à k�m�Û
r	Ú»ÞJr-tQm�Û9�+k"��ßqx�kÇÚ»ßq}jz�kÇßqr	���jz�ÚÇß
�jw � ÛTà ��ß
�jw �>��� p
z�k�k»ß �jw#Ô
��r=xÇÛT�6k�m#�>à�r-zjkÇà
ß ��Û�x�k�m�Ûdt�z������>Ü�Û9�=k5�>àux$r+thk�m�Ûdk�m�Û
r'ÚÇÞE�	������ÛTÚ»ßq|	Û�xÀ�	���>à
Þ6kÇßupT�>àjx�r	àqz�Ö
kÇßqr	�*x�t�r	Ú¾à ß
��Û;�>Ú k � r	Ö��>�#�Kk�m�Ú»ÛTÛTÖí��ß Ü�ÛT�FxHßqr	���	à�K*r � r-t*m�Û;�Gklß
�Dx�r	à
ß
�*xT�;����k�m�ÛTß
Ú n#�+n�ÛTÚ

 ���2I�Ú»ß Û;��Ü��>�¥�	��� �	ß �>�jwft�r	Ú»ÜDz�à
�+kÇÛ9��k�m�Û¢Ü�ÛTà�kÇß
�jwKn�Ú�r-}�à
ÛTÜ r+t#�	�<r'��ÛRÖ���ß
Ü Û9�*xÇß�r'���>à
xHà �+}u�-xV�s�6kÇÛ
t´�>��n�Ú�r-}�à
ÛTÜ � ß�k�m ��ßqw	�*r	Ú»ß ��ß$}hr-z��#���>Ú»Þ�pIr'����ß�kÇßqr	�*x]�+kOk�m�Û�ÜvrG|�ß �jw
}Fr=z������	ÚÇÞ'�9 dm�Û9ÚÇÛ�},Þfk�m�ÛTÞVÛ�x�k»�-}�à ßux�m�Û9�VÛC	�ßux�kÇÛT�FpRÛ%�	����z���ßu�6z�ÛT��Û�x�x k�m�Û
r	Ú»ÛTÜ�x t�r	Ú k�m�Û
x�r'à�z�k»ß�r'� r+t�k�m�Û�n�Ú�r=}�à Û9Ü��=x � Û9à àl�-x3x�k�z���ß Û;��k�m�Û]Ú»Û
w=z�à
�	ÚÇß�k�ÞÆ�	��� x�r'Ü Û�w'Û
r'Ü Û
kÇÚ»ßqp
t±Û9�Gk�z�Ú»Û�x	r+t k�m�Ûft±ÚÇÛ9Ûf}hr-z��#���>Ú»Þ	����� 
 Ó'Ò ��Ù�z�ßx�"�   r	��pIr'�*xHß ��Û9ÚÇÛ;�J�6kÇÛ
t´�>��Ö���ßqw	�jr'ÚÇß
��ß
n�Ú�r=}�à
ÛTÜ � ßMk�mJxÇÛIkHÖ~|Y�>àqz�Û9� Ü��-njn�ß
�jw=xúß
�"}Fr=z�����Û;�Æ��r'Ü��>ß
�*x � m�Û9ÚÇÛfm�Û�ß Üvnhr=xÇÛ9��ß
��Ö
kÇÛTÚ�xÇÛ�p�k»ß �*w ��	�Û9� �>�#��t±Ú»ÛTÛ�}hr-z������>Ú»Þop
r	����ßMk»ß�r'�*xT�"!7Û"n�Ú�rG|	Û;��k�m�Û ÛC	�ßux�kÇÛT�FpRÛ�r+t7�
� Û;�+��x�r	àqz�kÇßqr	�yr+t3�6k»ÛIt´�>��Ö���ßqw	�*r	Ú»ß ��ß$n�Ú�r-}�à Û9Ü��>����x�mjr � Û9�sk�m�ÛJp
r	�6kÇß
�@z�ßMk�Þ�r+tEk�m�Û
Ü�rG|�ß
�jw�ß �6kÇÛ9Ú�t´�=pRÛ'��Ijr	Ú�t�z�Ú�k�m�ÛTÚ¸Ú»Û9�'��ß �*w=x � Û¢Ú»ÛIt±ÛTÚ$k�r 
 ��Ô��9Ñ�Ô��9��Ô�� ��Ô>Ñ���Ô	Ñ��,Ô>Ñ���ÔYÓ'Ò9�í�
# ÛIk	pIr	�FxHß ��ÛTÚú�Km�ß�w=m�Ö~nFr � ÛTÚHn�à
�=xHÜ��K}�Û9�>Ü x�kÇÚ»ß���ß
�jwE��xÇÜ��	à à��>Ú»Û9�Or+t Ü�ÛIk5�>à�x�z�ÚHÖ

t´�-pRÛ'�@I¾ßqw-z�Ú»Û�×�n�Ú�rG|�ß ��Û�xú�Dx�p�m�ÛTÜ��+kÇßup7ß
à àqz*x�kÇÚ5�GkÇßqr	��r-t k�m�ÛOn�à �-xÇÜ���pIz�k�kÇß
�jw�n�Ú�r�pTÛ�x�xT�
�~kLx�mjr � x�k�m�Û�n�à �-xÇÜ���}�Û9�	Ü n�ÛT��Û
kÇÚ5�GkÇß
�jw�k�m�Ú�r=zjw-m�k�m�Û � r	Ú��@n�ß
Û�pRÛ'Ô6k�m�ÛE�'��|Y�>�*pTß �jw
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mjr	à
Û]�>��� ��ß���Û9ÚÇÛ9�=k�njm�Þ�xÇßqp9�>à�njm�Û9�jr	Ü�ÛT�#�Dk5�+��ß
�jwvn�à
�=pRÛ�ß ��k�m�ÛVÜ��+kÇÛ9ÚÇß �>àÉ�� dm�ÛO��Ú�x�k
njm�ÛT�*r	Ü�ÛT�jr'� � Û�p9�>�{r-}*xÇÛTÚ�|	Û ßux�k�m�Û��+}*x�r	Ú�n�kÇßqr	� r+tOk�m�Û�ÛT��Û9Ú�w'Þ }�Þ k�m�Û�Ü��Gk»ÛRÖ
ÚÇß �>àÉ�� dm�Û¥�+}Fx�r'Ú�n�k»ß�r'� k»�-�	Û�xfn�à �-pTÛ � ß�k�m�ß
� �"k�m�ßup�����Û�x�xLzFx�z��	à à
Þ ÜDz*p�m�à Û�x�xLk�m��	� �
Ü ß
à
à ß
Ü�ÛIkÇÛ9Ú9Ô x�r � ÛvpT�	�opIr'�*xÇß
��Û9ÚOx�z�Ú�t´�-pTÛ<m�Û;�Gk»ß �jw�r	��à Þ'�x dm�Û<k»ÛTÜvn�ÛTÚ5�Gk�z�ÚÇÛ�r+tHk�m�Û
Ü��+kÇÛ9ÚÇß �>à6x�z�Ú�t´�-pTÛú��r�Û�x��jr-klÚ»ßqxÇÛ%ß
������ßMk»ÛTà
Þ	� Ï �>Ú�k r+t�k�m�Û	m�Û9�+klß
�jnjz�k�t±Ú�r'Ü k�m�Û	n�à �-xÇÜ��
}#Û;�>Ü�Ü�ÛTà�k�xEk�m�Û�Ü�ÛIk5�>àxÚÇÛ�x�z�àMk»ß �jw¥ß ��x�r'à ß ��Öíà ßu�6z�ß ��njm��=xHÛOp�m��>�jw'Û7ß
�"k�m�Û��	ÚÇÛ;�-xEpTà�r6xHÛ
k�r�k�m�Û�x�r-z�Ú�pTÛ	���lm�ÛT� ��Ü��+kÇÛTÚ»ß �>à%Ü�Û9àMk�xTÔ¾à
�+kÇÛ9�=k�m�Û9�+k¥ßux¥�-}*x�r	Ú�}#Û;� � ß�k�m*r-z�k��>��Þ
t�z�Ú�k�m�ÛTÚ­Ú»ßqxÇÛ7ß
��kÇÛ9Ü�n�ÛTÚ5�Gk�z�Ú»Û	�� dm�ÛfxÇÛ�p
r	���vn��	Ú�k	r+t k�m�ÛLm�Û;�Gk­ßqxEkÇÚ5�>�*x�t±ÛTÚ»Û9��ß
�6k�r�k�m�Û
� r'Ú��@n�ß
Û�pTÛD}�Þ�pIr'����z*pIkÇßqr	�st±Ú�r	Ü mjr-k�k»ÛTÚOk�r pIr'à
��Û9Ú*Ü�Û
k»�>à
Ú»Û�x�z�à�kÇß
�jwÆß
�vÚÇßuxHÛ<r+tHk�m�Û
kÇÛTÜvn�ÛTÚ5�Gk�z�ÚÇÛ�ß
��k�m�ÛVÜ��GkÇÛ9ÚÇß �>àÉ���7�jr-k�m�Û9Ú�njm�Þ�xHßupT�	àhn�Ú�r�pRÛ�x�xúßux���z�ÛOk�r�k�m�Ûft´�=p�kdk�m#�Gk
k�m�Û�n�à �-xÇÜ���}#Û;�>Ü n�ß Û9Ú�pTÛ�x	k�m�Ú�r=zjw-m�k�m�Û � r	Ú��@n�ß
Û�pRÛ � ß�k�msx�r'Ü�Û�pIr	�Fx�k5�>�6k	|'ÛTàqr�pRß�k�Þ	Ô
� m�ß à
Û�k�m�Û3m�ßqw-m�|'ÛTàqr@pTßMk�Þ<w'�=x K*r � Ú»ÛTÜvrG|'Û�x�k�m�Û7Üvr	à�kÇÛT��Ü��+kÇÛTÚ»ß �>à�t±Ú�r	Ü k�m�Û3}hr+k�k�r'Ü
r+tjk�m�Û�pIz�k;ÔGr	Ú k�m�Ûd�	Û9Ú�t��(�vÛ���r*�*r+k�k»�+�'Ûúß
�6k�rV�-p�pIr-z��=k�k�m�ÛúÛ
��Û�p�k�x$r-tjk�m�Ûdx�r	à
ß ��Ö~x�r	à
ß �
njm��-xÇÛ�p�m��>�*w	Û	ÔG}*z�kHk�m�ßqxHp9�>�v}�Û�ß �*pTà�z#��Û9��ß
��k�m�Û�Üvr���ÛTà*},Þ �	����ß �jw�x�zjnjn�à Û9Ü Û9�6k»�>Ú»Þ
Û��6z��Gk»ß�r'�*x"��Û�x�pRÚ»ß�}�ß
�jwvk�m�ÛDnjm#�-xÇÛ<p�m��	�jw	Û]ß
�sk�m�Û�Ü��Gk»ÛTÚ»ß
�	àS���@r	Ü�ÛEÛ;�>Ú»à ß
ÛTÚ3n*zj}�à
ßqp9�YÖ
kÇßqr	�*xE},Þ��E����p�m�Ü�ß �@k ¤T©%§YÊ � 
 Ñ>Ó�Ô,Ñ@�����	��� � r'Ú���xQpTßMk»Û9�vk�m�ÛTÚ»ÛTß
� �>Ú»Û�w-r@r���ÚÇÛ
t±ÛTÚ»ÛT�*pTÛ�x
r	��k�m�Û]Ü��Gk�kÇÛ9Ú9�

ÙúÛ
t�r	Ú»Û � Ûdn�Ú»Û�xÇÛT�6kQk�m�Û�Ü��+k�m�Û9Ü��GkÇßupT�	à�Üvr���ÛTàÉÔ=xÇÛ
|	Û9Ú»�	à�Ü�r���Û9à à
ß
�jwE�-x�x�z�Ü�njkÇßqr	�*x
��ÛTÛ;�Jk�rv}#ÛKk5�+�	Û9��ß
�6k�r��-p�pIr=z��6k9���Lx�x�z�Üvn�kÇßqr	�*x"�>Ú»Û*Ü��	��ÛV�=x	t�r	à
à�r � x9á

•
 dm�Û � r'Ú��@n�ß
Û�pTÛ*ßux�mjr'Ü�r=w	Û9��Û
r=z*xú�	��� ßqx�r+k»Ú�r=n�ßup��

•
 dm�Û"Ü��Gk»ÛTÚ»ß
�	àFn#�>Ú5�>Ü�ÛIk»ÛTÚ�xL�´��ÛT�*xÇßMk�Þ'Ô=m�Û9�Gk�pT�-n��-pTßMk�Þ'Ô=p
r	����zFp�kÇßq|�ßMk�Þ'Ô�ÛIk�p	� �Er+t k�m�Û
� r'Ú��@n�ß
Û�pTÛ��	ÚÇÛKpIr'�*x�k5�>�6k �

•
�~t�k�m�Û�n�ß Û�pRÛ�ßqx¥à
�	Ú�w'Û	Ô�k�m�Û9� k�m�ÛJm�Û;�Gk¥ÛC	jp�m��>�jw'Û�k�m�Ú�r=zjw-m�k�m�Û�x�z�Ú�t´�-pRÛ"k�r�k�m�Û
x�z�Ú»Ú�r-z�����ß �jw�p9�>��}�Û7��Û
w'à Û�p�k»Û9� � ß�k�m Ú»Û�x�n#Û�p�kHk�r�k�m�Û3m�Û9�+k�K*r � ß
�vk�m�Û*Ü��+kÇÛ9ÚÇß �>à
ßMk�xHÛ9àMt��T dm�ßqxl�-x�x�z�Üvn�k»ß�r'�VÜ��-�	Û�x xHÛ9�*xHÛQ}�Û�p9�+z*xÇÛ$k�m�ÛQm�Û9�+k pIr'����z*pIkÇßq|,ß�k�ÞLr-t,Ü�Û
k»�>àux
ßqx¢Ü<z*p�m�w'ÚÇÛ;�Gk»ÛTÚ	k�m��	��k�m�Û�m�Û;�GkdkÇÚ5�>�FxHÜ�ßux�xÇß�r'�"k�m�Ú�r=zjw-m�k�m�Û�x�z�Ú�t´�-pTÛ��

•
 dm�Û�n�à �-xÇÜ�� }�Û9�>Ü m��=xÆ� pTÞ�à ß
����Ú»ßqp9�>àOx�m��-n#Û'Ô­�	���{k�m�Û�m�Û;�Gk0K*z�	{t±Ú�r'Ü k�m�Û
n�à
�=xHÜ��D}#Û;�>Üsßux¢ÛTÜ�ß�k�kÇÛ;�Jr'��à
Þ�ß ��k�m�ÛV�jr'ÚÇÜ��	àx��ß Ú»Û�pIkÇßqr	�"k�r�k�m�Û�x�z�Ú�t´�=pRÛOr+t k�m�Û
pRÞ�à ß
����Û9Ú9�
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•
 dm�Ûfn�à
�=xHÜ�����Û
|�ßqpTÛ*ÜvrG|'Û�x%�+k¢��pIr'�*x�k»�>�6k	|	ÛTàqr�pRß�k�Þ � ßMk�mÆÚ»Û�x�n#Û�p�k	k�r<k�m�Û � r'Ú��,Ö
n�ß Û�pRÛ��

•
 dm�ÛKm�Û9�+k K*z�	���Û9�*xÇßMk�Þ�ÛTÜ�ßMk�kÇÛ;��}�Þ�k�m�Û�n�à �-xÇÜ��<}�Û9�	Ü)ßux�pIr'�*x�k5�>�6k7�>����w	ßq|	Û9� �

•
 dm�ÛKm�Û9�+k7à�r6x�k�}�Þ Ú5�	��ß �Gk»ß�r'�Æßux���Û
w'à ßqw	ßq}�à
Û��

•
 dm�ÛVÛI�xÛ�p�k�x�r+t�w	Ú5�(|�ßMk�Þ �	����x�z�Ú�t´�-pTÛfk»ÛT�*xÇßqr	� �>Ú»Û���Û
w	à
ßqw	ßq}�à Û��

•
� Û*��Û
w'à Û�p�kEk�m�Û3k�m�ÛTÚ»Ü��>àx�>����Ü�Û�p�m��>��ßupT�	à�Û
��Û�p�k�xdp9�+z*xÇÛ9�v}�Þ�x�r'à ß ��Ö�x�r'à ß ��njm��=xHÛ
p�m��>�jw'Û�x �

•
� Û]��r �jr+k3p
r	�*xÇß
��ÛTÚ�k�m�Û�xÇß
��ÛVÛ
��Û�p�k�xdp9�+z*xÇÛ9�J},Þ"k�m�Û�xÇÜ�r=�	Ûfr+t�k�m�ÛK|Y�+nhr	Ú»ß��9ß �jw
Ü Û
k»�	àS��Ù­ÞvxÇß ��Û"Û
��Û�p�k�x � Û"Ü�Û9�	��k�m��+k9Ô6t�r	ÚúÛ
	��>Üvn�à
Û	Ô=k�m�Û*Û�|��-nFr'Ú»�+kÇÛ;��Ü��+kÇÛ9ÚÇß �>à
��r�Û�x¢�jr-k¢ß
�6kÇÛ9Ú�t±Û9ÚÇÛ � ß�k�m�k�m�Û]ß
�*pTß
��Û9�6k3n�à
�=xHÜ���}�Û9�>Ü �
�3r � � Ûyx�k5�Gk»Û�k�m�Û �-x�x�z�Üvn�kÇßqr	�*xJk�m#�Gk �	ÚÇÛ���Û�pTÛ�x�xÇ�	ÚÇÞ k�r pIr	�FxHß ��ÛTÚ�ß � r	Ú5��ÛTÚ

k�r�w'ß�|'ÛvxÇÛT�FxHÛvk�r�r-z�Ú�Ü�r���Û9àS� # Û
k
Ω

}�ÛÆ�>��r=n#Û9� �>���y}hr-z�����Û9� ��r'Ü��	ß �uß
�
Rn

Ô
n = 2, 3

ÔEr�p
p
zjn�ß
Û9�{}�Þ k�m�Û � r'Ú��@n�ß
Û�pTÛ	�% dm�Û�}Fr=z������	ÚÇÞ
∂Ω

r-t�k�m�Ûv��r	Ü��>ß
� ßux
�-x�x�z�Ü�Û;��k�ro}#Û�r+tfpTà
�=x�x

C0,1
� # ÛIk

0 < T < +∞
}#Û�w	ßq|	Û9�1Ô¾��ÛT�jr-kÇÛJ}�Þ

θ(x, t)k�m�Û�kÇÛ9Üvn#Û9Ú»�+k�z�Ú»Ûvr+tEk�m�Û � r'Ú��@n�ß
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m��(|	Û%�OxÇÜ�r@r-k�m�Û9Ú t´�-x�k$|��	ÚÇß �Gk»ß�r'��rG|	Û9Ú k�m�Û � ß �@k�m<r+tjk�m�Û­���>Ú»Ú�r � kÇÚ5�>�FxHß�kÇßqr	�EÚ»Û9�=p�k»ß�r'�
�
r	��Û	�>� ÜvrG|,ß
�jw	ÖP}hr-z��#���>Ú»ÞVÜ�r���Û9à à
ß
�jwKr+t*k�m�Û3pT�	Ú�}hr	�#�GkÇßqr	�Dn�Ú�r�pTÛ�x�xlßux$n��	Ú�k»ßqp
z�à
�	ÚÇà
Þ
Ü�r-kÇßq|Y�GkÇÛ;�s}�Þ�k�m�Ûvx�zFp
pRÛ�x�x*��ÛTÜvr'�*x�k»Ú»�+kÇÛ;� },Þ��	à ßq�	ÛDt�r	Ú»ÜDz�à �Gk»ß�r'�*x�ß
��k�m�ÛD��Û9à
�*xLr-t
p�m�ÛTÜ�ßupT�>à ÖíÚÇÛ;�-p�k»ß�r'� ÛT�jw'ß ��Û9ÛTÚ»ß �*w 
 �;Ò9�V�	���lw'Û
r�p�m�ÛTÜ�ßux�k»ÚÇÞ 
 ×�� �í�­�"àqx�r xÇÛTÛ 
 ×	×�Ô¢×	Ñ9�
�8x�m��>Ú�n�Öíß �6kÇÛ9Ú�t´�=pRÛOn�Ú�r-}�à
ÛTÜ�x���Ô 
 ×YÓ �E��k�m�ß
��ÚÇÛ;�-pIkÇßqr	�Æà ��Þ	Û9Ú�x�r	Ú ��r	��Û�x��R�����Jk�m�Û�pT�=xHÛKr-t
ÚÇÛ;�-p�k»ß�|'ÛLnhr	Ú�r-z*xúÜ�Û9��ß ��Ô � Û�Ü Û9�6kÇßqr	� 
 Ó��H�?x�z�à�t´�Gk»Û]�Gk�k5�-p���r'��xÇÛ � ÛTÚ	n�ß�n�Û�x���Ô�m�Þ���Ú5�YÖ
kÇßqr	��r+tQpIr	�FpRÚ»ÛIkÇÛ 
 ×��9�íÔ*p�m�àqr	Ú»ß
��Û��+k�k»�=p�� 
 �;Ø ���	��� 
 Ñ	Ò ���´��ßux�x�r'à�z�k»ß�r'��Ú»Û9�=p�k»ß�r'�*x��RÔ�Û	� w��
 dm�ÛDpRà �-x�xÇßqp9�>àxÜDz�à�kÇß Ö~njm��-xÇÛD�6k»ÛIt´�>�sn�Ú�r=}�à Û9Ü��	ÚÇßuxHß
�jw�ß
� k�m�ÛEÜvr���Û9à à
ß �*w�r+t�t±ÚÇÛ9Û �Tß
�jw
�>��� Ü�ÛTà�kÇß
�jw�x�pTÛT���	ÚÇßqr=xOpIr'�*x�kÇß�k�z�k»Û�x]� � Û9à à ÖPt�r-z�����Û9�yx�k5�>Ú�kÇß
�jw nFr'ß �6k�r+t	r-z�Ú]Üvr���Ö
ÛTà
à ß
�jw�Ô�k�r@r�����ÛTÛ 
 Ø�ÔÀ×>Ò�Ô¾Ñ'×��íÔ�Û'� w#� Ô t�r'Ú�}��=xHßup��>���	à Þ6k»ßqp�t´�=p�k�x¥�>Ú�r-z��#��k�m�Û�xÇÛ�ßux�x�z�Û�x9�
!"�(|�ß �*w k�m�ßuxDpTà
�=x�xÇßqp9�>à
ÛC	��	Üvn�à Û�ß
� Ü�ß �#� Ô � Û�m��(|	Û�t�r'ÚÇÜ<z�à
�+kÇÛ;��k�m�ÛJp9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�
n�Ú�r�pTÛ�x�x � ß�k�m�ß � k�m�Û t±Ú»�	Ü Û � r'Ú�� r-t*ÜvrG|�ß �*w>ÖíÚÇÛ;�-p�k»ß�r'� à ��Þ	ÛTÚs�8r	Ú�ß
�=k»ÛTÚ�t´�-pTÛ��<n�Ú�r-}�Ö
à Û9ÜvxEß � 
 ���ú�>�#� 
 ×��
�É� �vÛÆ�>àux�r�r � Û�x�r'Ü Û�ß ��Û9�=x�x�zFx�k5�>ß
��ß �*w � ÜvrG|�ß �*w>Ö~}Fr=z������	ÚÇÞ
Ü�r���Û9à à
ß
�jw�r+t¸�+w=w	Ú»Û�x�xHßq|	Û*ÚÇÛ;�-pIkÇßqr	�*x¢ß
��k�m�ÛEà
ß
Ü ß�kÇÛ;��Ö���ßM��z*xÇß�r'��ÚÇÛ�w	ß
Ü�ÛKk�r ���jr-kÇÛ�}�Þ
ÙúÚ»ß
Û
w	Û9Ú"�>�#�s� ßMk�kÇÜ��>��� 
 �9�À�	��� k�r"k�m�ÛD}hr6r=��}�Þ�Ð*Ú�k�r	à
Û
|Y� 
 × �9�É�x�7��rG|'ÛTÚ�|�ß Û � r-t
k�m�Û�n*m,Þ�xÇßqp9�>à��	��� p�m�ÛTÜ�ßupT�	à njm�Û9�jr	Ü�ÛT�#� �+njn�Û9�	ÚÇß
�jw � m�Û9� k�m�ÛDp9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'��Ú»Û9�=p�Ö
kÇßqr	� r�p
p
z�Ú�xEß
� pIr'�*pRÚ»ÛIk»ÛRÖ~}��-xÇÛ9�vÜ��Gk»ÛTÚ»ß
�	àqx�Ü���Þy}�ÛJt�r=z���� ß
� k�m�Û�x�z�Ú�|	ÛTÞon��+n�ÛTÚ�x
},Þ ��m#�+z*x�xÇ�'��ÛT�6k 
 � �¸�	���
�VÚ�r-njn 
 ���9�É�  dm�ÛvpIr'à à
Û�pIkÇßqr	�or+tEn��-n#Û9Ú�x 
 ×��Qn�Ú�rG|�ß ��Û�x��>�
rG|	ÛTÚ�|�ß Û � r+t�pIr'�=k»ÚÇßq}jz�k»ß�r'�*x9Ô�x�n��	����ß
�jw�k�m�Û�à �-x�kE��Û�p9�	��Û�xTÔhk�r k�m�Û�pIr'�=k»ß �@zjz�Ü k�m�ÛRÖ
r	Ú»ß Û�xLr-túÛ
|=r	àq|�ß �jw	ÖPn*m��-xÇÛEß
�=k»ÛTÚ�t´�-pTÛ�xV�>����à
��Þ'ÛTÚ�x"ß
��x�r'à ß �jx9�)I*r	Ú�x�n#Û�pRß��Fp���ÛIk5�>ß
àqxOr	�
k�m�Û]��Þ����	Ü ßup
x�r+t�k � r	ÖPnjm#�-xÇÛfxÇÞ@x�kÇÛ9Ü�xEw'ß�|'ÛT� � ß�k�m�ß
��k�m�ÛOt±Ú5�>Ü�Û � r	Ú��<r-t pIr'�6kÇß
�6z*z�Ü
k�m�Û9ÚÇÜvr���Þ����>Ü�ßup
xfr	Ú � m�ÛT����x�m#�>Ú�n�ß �6k»ÛTÚ�t´�-pRÛ<xHÛ�n��>Ú5�Gk»ß �jw"k�m�Û�}jz�àq� njm��-xÇÛ�x"ßqxV�=x�Ö
x�z�Ü�Û;� ÔhxÇÛTÛDk�m�Û�}hr6r=� },Þ�ÝOz�Ú�kÇß
� 
 �;×9�É�x� xÇÛIk�kÇß
�jwÆß
� � m�ßup�m�ß
�*x�kÇÛ;�	�sr-tQk�m�Ûvx�m#�>Ú�n
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ß �6kÇÛ9Ú�t´�=pRÛ'Ô�k�m�ÛD}jz�àq�J��Û9à
�*x"�>Ú»ÛE��ßq|�ß
��Û;� }�Þ ��k»Ú»�	�*xHß�kÇßqr	� à ��Þ	Û9Ú9Ô�Ü���ÞJ}�Û��*r+kÇßupRÛ;� ß �

 �����É�

	 , 4 ,�� <@8 > <6%
& �F,���'j#��?)�� & 8 )�<6#�#�<6#=,�� � 8 �?)�<J8 ��� 8F& 8F#���%��=<@#
� ÛLp
r	�*xÇß ��ÛTÚ%�Kn#�>Ú�kHr+t ��pIr'�*pRÚ»ÛIk»Û­Ü�Û9ÜD}�ÛTÚHk�m��Gkúßqx
ÛC	�nFr6xHÛ;�Dk�rEß
�jw	Ú»Û�x�x$r+t w'�=xHÛ�r-z*x
CO2

�>����m@z�Ü�ß ��ß�k�Þot±Ú�r	Ü k�m�ÛÆÛ9�6|�ß
Ú�r'��Ü�ÛT�6k9� I¾ß�w=z�ÚÇÛÆÓox�mjr � xE�sk�Þ@n�ßupT�	à�p
r	�6kÇÚ�r	à
|-r	àqz�Ü�Û��8}Fr9	 �f�Eß � x�z*p�m ��x�kÇÚ�z*pIk�z�Ú»Û	� � Û ��ÛT�jr-kÇÛ"}�Þ

Ω
k�m�Û � m*r	à
Û"}Fr9	 � �8r	Ú

n��>Ú�k�r-t#ß�k���t�r	Ú � m�ßqp�m � Û¢Üvr���ÛTà6k�m�Û3pT�>Ú�}hr	���+kÇßqr	��n�Ú�r�pRÛ�x�x z�����Û9Ú
���Gk�z�Ú5�>à�Û
	�nhr=x�z�ÚÇÛ
pIr	�#��ßMk»ß�r'�*x9�1 dm�Û�k�Þ6n�ßqp9�>àQxHß�k�z#�GkÇßqr	�vß
�ok�m�Ûvn�Ú�r@pTÛ�x�xOr+t	p
r	�*pTÚÇÛ
kÇÛvpT�	Ú�}hr	���+kÇßqr	�ypT�>�

� M�� � 7 �

	�

���FXIT
	 � � M � D ;'U JLA�M9^1A \TW I F»W7\
2 M¥A \ I,A W�F X F .íX W�9 A»X 9	W�F�A#D G FK7�\�C �hJM.¢X�G F�W�F 59J \ I�X \
>¸G'JLAÇG \�9'W�0]\ : F ^ W�F�2 FÇW .�>¸G F I�: F MT^LJ I=5d>¸J X�G]I�MTX 9	W M9^ F�C	U�\ . 9'W�F A \ I@:	JLX�J \ I6. A � 7 ��� F MTA»X�J \ I
� =+AL? �ÀJ/.­M
.�. 960]F :EX \ G�M U,U�F I¥JLI Ωε(t)

>¸JLX�G¥X�G F¢W�F MTA»X�J \ I W MRX F η̃ε

A

}#Û3x�z�Ü�Ü��>Ú»ßqxÇÛ9�¥�-x�t�r	à
àqr � xTá>Ý�ÛT��ÛTÚ5�>à
à Þ'Ô�k�m�Û3pIr'�*pRÚ»ÛIk»ÛúÜ��+kÇÚ»ßM	�ßuxÀÜ��	��Ûdr-t���Ü�ßM	@k�z�ÚÇÛ
r+t � �GkÇÛ9Ú9Ô6pRÛ9Ü Û9�6k­�>�#� �+w=w	Ú»Û
w'�+kÇÛ'�=�@z*p�m Ü�ß 	@k�z�Ú»Û�x9Ô-r'�*pRÛLk�m�Û9Þ��	ÚÇÛLm��>Ú5��ÛT��Û9� Ô6m��(|	Û
�]��ÛI����ßMk»Û3nFr'Ú�r=z*xQx�kÇÚ�z*p�k�z�ÚÇÛ'�> dm�Û3w'Ú»�	ß �*xd�8w	Ú5�(|	ÛTàÉÔGxÇ�	��� Ô>Û
k�p	� �$m#�(|	Û���ß���Û9ÚÇÛ9�=kExÇß �TÛ�x9Ô
mjr	à ��k�r=w	ÛIk�m�ÛTÚE},Þ�pIr'Ü�n�ÚÇÛ�x�xÇß �*wV�	����pRÛ9Ü�ÛT�6kÇß
�jwEÜ��Gk»ÛTÚ»ß
�	à��>�#�Dt�r'ÚÇÜ �VÜDz�àMk»ß Ö~njm��=xHÛ
pIr	Üvnhr=xÇßMk»Û � ß�k�m{pIr'Üvn�à ÛC	 p�m�ÛTÜ�ßux�k»ÚÇÞ'�
 �ru��Û�x�pRÚ»ßq}#Û ÚÇÛ;�-pIkÇßqr	��Ö���ß��hz*xÇßqr	� n�Ú�r�pRÛ�x�xÇÛ�x
ß � x�z*p�m Ü<z�à�kÇß ÖPnjm#�-xÇÛ Ü��GkÇÛ9ÚÇß �>àux9Ô � ÛÆÜ��+�'Û"z*xÇÛJr+t"�st±Û � x�n#Û�pRß��Fp �*r+k»�+kÇßqr	�*x¥�>���
��ÛI����ßMk»ß�r'�*xT� # ÛIk

Ω(t)
��ÛT�jr-kÇÛ��ÆÚ»Û
n�Ú»Û�xÇÛT�6k5�GkÇßq|	Û<pIr	�6k»Ú�r'à |=r	àqz�Ü�Û � ß�k�m�ß
�ok�m�ÛvpIr'��Ö

pRÚ»ÛIkÇÛKx»�>Üvn�à
Û��+k�k�m�ÛLk»ß Ü�Û
t ∈ S

Ô � m�Û9ÚÇÛ
S

Ú»Û
n�Ú»Û�xÇÛT�6k�xú�<w	ßq|	Û9��kÇß
Ü�Û�ß
�6kÇÛ9Ú�|Y�>àÉ�� dm�Û
��Û
n�ÛT����ÛT�*pTÛ�r+t

Ω
r	��k�m�ÛKkÇß
Ü Û

t
x�mjr � x	k�m��+k3nFr6x�xÇßq}�à Û�p�m��	�jw	Û�x¢ß ��k�m�Û�x�m#�+n�ÛE�>���

|-r	àqz�Ü�Û�pIr=z�à � }#Û��	à àqr � Û9� �� dm�ÛDxHß �TÛ¥�>���sx�m��+n�Û�r+t$k�m�ßqx*Ú»Û
w	ßqr	� ßux"�-x�x�z�Ü�Û9��k�r"}�Û
pIr	�Fx�k5�>�6k9�x dm�ÛTÚ»ÛIt�r'ÚÇÛ'Ô � Û¥Ü���Þ��-p�pIr=z��6k3t�r	Ú

Ω = Ω(t)
t�r	Ú]�	à à

t ∈ S
�x dm�Û ÚÇÛ�w	ßqr	�

Ω
pIr	�FxHßux�k�xEr-t k � r ��ßux�kÇß
�*p�k�n��	Ú�k�x

Ωp

�>�#�
Ωs

�� dm�ÛKn��>Ú�k
Ωp

Ú»Û
n�Ú»Û�xÇÛT�6k�xHk�m�ÛVß ����ÛTÚ
nFr'ÚÇÛ�xOx�n��=pRÛ	Ôx�>�#�

Ωs

ßuxOk�m�Û�n��	Ú�kKr�p
pIz*n�ß Û;��}�Þ k�m�Ûvp
r	�*x�r	à
ß ���Gk»Û9���-w-w	Ú»Û
w,�Gk»Û��>���
Ü�r'Ú�k5�>Ú;�

� Û ��Û9�jr+k»Û"}�Þ
φ
k�m�ÛJ|-r	àqz�Ü�ÛIk»ÚÇßup<k�r-k»�>àEnFr'Ú�r6xHß�k�Þ	�1Ù­Þ 
 Ñ�Ô �TÓ �íÔ1Û'� w#� Ô � m�ÛT�

Ωpßqxdk�m�ÛKk�r-k»�	à nFr'ÚÇÛ�x�n��-pTÛ	Ô�Ú»Û
w,�>Ú5��à
Û�x�xEr-t � m�Û
k�m�Û9Ú�k�m�Û�nFr'ÚÇÛ�x��>Ú»Û�ß
�6kÇÛ9Ú�p
r	����Û�p�k»Û9��r	Ú
�jr+k;Ô�r	Ú � m�ÛIk�m�ÛTÚ���Û;�	��ÖíÛT�#�onhr	Ú»Û�x��>���ot±Ú5�-p�k�z�Ú»Û�xE�	ÚÇÛvn�Ú»Û�xÇÛT�6k9Ô k�m�Û"nhr	Ú�r=xÇß�k�Þ

φ
ßux

ÚÇÛ
t±ÛTÚ»ÚÇÛ;�sk�r��=x ©í¬>©í§>Ê nFr'Ú�r6xHß�k�Þ	�  dm�ßux��6z��>�6k»ßMk�Þ�ßux]��Û
����Û9�u�=xOk�m�Û�Ú5�Gk»ß�r r+t	|-r'à�z�Ü�Û
r+t$k�m�ÛDnFr'ÚÇÛ�x3x�n#�-pRÛ'Ô � m�ßup�m � Û���ÛT�jr-kÇÛ�}�Þ

|Ωp|
Ô#�	����k�m�Û<}jz�àq�J|=r	àqz�Ü�Û

|Ω|
r-t k�m�Û
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pIr	�6k»Ú�r'à*pIr'�*pRÚ»ÛIk»Û7ÚÇÛ�w	ßqr	�1�'�3r+k»Û"�>àux�r�k�m��+kHt�r	ÚúÜvr=x�kEz*x�z��>àhpRÛTÜ�Û9�=kÇÖP}#�-xÇÛ9��Ü��Gk»ÛTÚ»ß
�	àqx
�±à
ß��'Û]Ð*Ú5��ß
���>Ú»Þ Ï r'Ú�k»à
�	��� ��r'�*pRÚ»ÛIk»Û��íÐ Ï �d��ÔjpIt�� 
 ×	Ø9����Ô@k�m�ÛOnhr	Ú�r=xÇß�k�Þ

φ :=
|Ωp|
|Ω|

m#�-x
�K|��	à�z�Û"�+}hr-z�k

0.2
��Ijz�Ú�k�m�ÛTÚ»Ü�r'ÚÇÛ'Ô � Û�ß �6kÇÚ�r���z*pTÛ�k�m�Û"�jr+k»ß�r'��r-t Ü��+kÇÛ9ÚÇß �>à�t±Ú5�-pIkÇßqr	�*x9Ô

���>Ü�ÛTà
Þ	Ô � ÛE��Û
����ÛOk�m�Û��6z��	�6kÇß�kÇß
Û�x

φa :=
|Ωa|

|Ωp|
, φw :=

|Ωw|

|Ωp|
, φs :=

|Ωs|

|Ω|

�SÑ�� ×-�

k�r3}�ÛQk�m�Ûú�>ß
Ú;Ô � �+kÇÛ9Ú��>����x�r	à
ß �Ot±Ú»�=p�kÇßqr	�FxTÔRÚ»Û�x�n�Û�p�k»ß�|'ÛTà
Þ	�R���"�SÑ�� ×-�RÔ
|Ωa|

ßux k�m�ÛH|-r'à�z�Ü�Û
r+t�k�m�Û��	ß ÚÇÖP��à à
Û9��n��	Ú�k�x�r+t�k�m�ÛDnFr'ÚÇÛ�x�x�n��=pRÛ'Ô

|Ωw|
ßuxdk�m�Û�|-r'à�z�Ü�Û�r-t k�m�ÛEÚ»Û�x�n#Û�p�kÇßq|	Û

� �+kÇÛTÚÇÖP��à à
Û9�yn��	Ú�k�xE�>�#�
|Ωs|

��ÛT�jr-kÇÛ�xKk�m�Û�|-r'à�z�Ü�Û�r-t	k�m�Û�x�r	à
ß � Ü��+kÇÚ»ßM	 ���~k<mjr	à �jx
k�m��+k

φa + φw = 1, φφa + φφw + φs = 1.
# ÛIk�z*x7�jr � Û�x�k»�-}�à
ßqx�m � à � � t�r'Údk�m�ÛKk»ß Ü�Û]Û
|=r	àqz�kÇßqr	��r+t�k�m�Û�p
r	�*pTÚÇÛ
kÇÛOnFr'Ú�r6xHß�k�Þ

��z�Ú»ß �jw�p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�1Ô�xHÛ9ÛV�	àqx�r 
 � � �í�j� Û�}�Û
w'ß � � ß�k�m��-x�x�z�Ü ß
�jw�k�m#�Gk

φ = φ(t)
t�r	Ú7�	à à

t ∈ S.
�´Ñ�� Ñ6�

 dm�ÛTÚ»ÛIt�r'ÚÇÛ'Ô � ÛÆÚ»Û�x�kÇÚ»ßqpIk<r=z�Ú �+k�k»ÛT�6kÇßqr	� k�r�k�m�Û pT�-xÇÛ"t�r'Ú � m�ßqp�m |��	ÚÇß �Gk»ß�r'�*xEß
� k�m�Û
x�n��=pRÛvnhr=xÇßMk»ß�r'�v��r��*r+k��>à�kÇÛ9ÚKk�m�Û�nhr	Ú�r=xÇß�k�Þ	�x���yk�m�Û�à
ßMk»ÛTÚ5�Gk�z�ÚÇÛ'Ô � Ûvr-t kÇÛT�y���#��k�m�Û
t�r	à
à�r � ß
�jw��>�*x»�Gk �ft�r'Ú7��Û�x�pRÚ»ßq}�ß �*w<k�m�Û�nhr	Ú�r=xÇßMk�Þ�r-tÀ��nhr	Ú�r-z*x­Ü�Û9��ßqz�Ü

φ(t) := φ0e
−αt,

�SÑ�� Ó6�

� m�ÛTÚ»Û
φ0

ßqx�� w	ßq|	ÛT�uß
��ß�kÇß �>àHnhr	Ú�r=xÇßMk�Þ �>���
α

ßux�z*x�z��	à à
Þ ���jk�kÇß
�jw�n��	Ú»�	Ü�ÛIkÇÛ9Ú9�x���
k�m�ÛKt�r'à àqr � ß �*w � Û ²´¶	¤T«�©É² ®5Å k�m�Û]Ü�Û9�	��ß
�jwvr+t

α
t�r	Ú7��pT�	Ú�}hr	�#�GkÇßqr	��x�pTÛT���	ÚÇßqr��

	 , 4 ,65F,���� <?B�%�����)='�%��68FB 8 ��%�� < �$'�&G'�> <6%�<=&
α

'j& �?#��6B"� �6B�� 	 ,��	�

� Û�ß
�6kÇÚ�r���z*pRÛ�x�r	Ü�Û��-z�	�ß à
ß
�	ÚÇÞ �jr+k5�GkÇßqr	��� # Û
k
Mh

�>�#�
Mb

}#Û�k�m�Û�Üvr'à Û�pIz�à �>Ú
� Û9ß�w=m=k�xEr-t

Ca(OH2)
�>���

CaCO3
����ÛIk

ρh

Ô
ρb

Ô
h

�>���
b
k�r<}�ÛOk�m�Û]��Û9�*xHß�kÇß
Û�x9Ô��>���

k�m�Û]Üvr	à �>Ú�p
r	�*pTÛT�6kÇÚ5�Gk»ß�r'�*x	r+t
Ca(OH2)

�	���
CaCO3

Ô�ÚÇÛ�x�n�Û�pIkÇßq|	ÛTà
Þ	���Lr+k»Ûfk�m��Gk

[ME ] = g mol−1, [Ē] = mol cm−3, [η] = gcm−3 day−1, [t] = day.

!7ÛTÚ»Û
E

ßux
h

�>���
b
� # ÛIk

η̄ = η̄(x, t)
}�ÛQk�m�Û�p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�*Ú»Û9�=p�kÇßqr	�VÚ5�Gk»Û	����n#Û�pRß��FpT�	à à
Þ	Ô

� ÛKm��(|'Ûfk�m�ÛKt�r	à
àqr � ß �jw�n�Ú�r-nhr	Ú�kÇßqr	���	à ß�k�Þ�Ú»ÛTà �GkÇßqr	�Fx
η̄ ∼ a

�	���
η̄ ∼ b

�
� Û¢�>Ú�w-z�Û%ß ��k�m�Û�t�r	à
à�r � ß
�jw"Ü��	����ÛTÚ;á(pIr	�FxHß ��ÛTÚ�k�m�ÛdpT�	Ú�}hr	�#�GkÇßqr	��n�Ú�r�pRÛ�x�x�xÇß Üvn�à
Þ

��Û�x�pRÚ»ß�}�Û9��}�Þ"k�m�Û]ÚÇÛ�n�à �-pRÛ9Ü�ÛT�6k­Ü�Û�p�m��>��ßuxÇÜ

Ca(OH)2(s) → CaCO3(s).
�SÑ�� �-�

� Û��-x�x�z�Ü�Û�k�m��Gk¢�Gk�kÇß
Ü Û
t0
k�m�ÛTÚ»Û7ßux%�*r<pT�	Ú�}hr	�#�GkÇßqr	��ß
�*xÇß
��Û

Ω′ ⊂ Ω
�>���vk�m��Gk­�jr

pT�>àupRßqz�Ü p9�>Ú�}Fr'���Gk»Û�x	m��(|'ÛO}�ÛTÛ9� Þ	ÛIk�n�Ú�r���z*pTÛ9� �� dm@z*x9Ô�ß�k3mjr	à �jx

η̄(x, t0) = 0, x ∈ Ω′.

�	k�kÇß
Ü�Û
t0

Ô
k�m�ÛE|=r	àqz�Ü�ÛHr�p
p
zjn�ß
Û9��}�Þ
Ca(OH2)

ßqx ∫

Ω′

h(x, t0)

ρh

Mhdx
�Y �r��-p
p
r-z��6k

t�r	Ú k�m�Ûdp�m��>�jw'ÛQr+t�k�m�ÛEnhr	Ú»Û�x�kÇÚ�z*p�k�z�Ú»ÛHn�Ú�r��jz*pRÛ;�K},Þ�p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�1Ô � Û�pIr'�*xÇß
��Û9Ú k�m#�Gk
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ß ��k�m�ÛLpT�	Ú�}hr	���+kÇÛ;��Ú»Û
w'ß�r'� � ß�k�m�ß
�
Ω′

k�m�Û"ÚÇÛ;�-p�k»ß�r'��p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'��ßux ³5¬Yª"¦�Ê ¤T©�¤ � # ÛIk
t}#Û7�	�¥ß
�*x�k»�>�6k%�+k � m�ßqp�m�pT�	Ú�}hr	�#�GkÇßqr	�<m��+n*n#Û9�*xT�> dm�Û�|-r	àqz�Ü�Ûdr�p
pIz*n�ß Û;�D}�Þ

CaCO3
�GkOkÇß
Ü Û

t
ßux ∫

Ω′

b(x, t)

ρb

Mbdx
� � Û��=x�x�z�Ü�Û�k�m��GkE�>à
à

Ca(OH)2
�?x��*ßuxKpIr	Üvn�à
ÛIk»ÛTà
Þ

�(|��	ß à �+}�à ÛOt�r	Ú"ÚÇÛ;�-p�k»ß�r'��|�ß �v|Y�>Ú»ß�r=z*xdnjm�Þ�xHßqr�p�m�ÛTÜ�ßupT�>à Ü�Û�p�m��>��ßuxÇÜvx9�� dm�ÛKk�r+k»�	à�pIr'��Ö
kÇÛT�6kJr-t

Ca(OH)2(s)
k»Ú»�	�*x�t�r	Ú»Üvx���}�Þ p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�F�¥ß �6k�r k�m�Û�k�r-k»�>àfpIr	�6k»ÛT�6kJr+t

CaCO3(s)
�Gt k»ÛTÚ���kÇß
Ü�Û

tf − t0
Ô�ß�t¢à�r6x�xÇÛ�xKr-tdp9�>Ú�}Fr'���Gk»Û�xKr	Ú�r-t¢�	à��Y�	à ß
��Û"x�n#Û�pRß
Û�x

|,ß �Eà
Û9�=p�m�ß
�jw��>Ú»Û"ÛC	jpRàqz���Û9�1�, dm�ÛfkÇß
Ü�Û
tf − t0

p9�>�"}�Û���ÛI����Û;�Æ�=xHk�m�ÛLk»ß Ü�Û���ÛTÛ;��Û9�
k�rvr-}�k5�>ß
�"k�m�Û�pIr	Üvn�à
ÛIk»ÛVÚÇÛ�n�à
�=pRÛ9Ü Û9�6k­ß
�y�SÑ�� �-�R��Ð*��k�m�ßqx � ��Þ	Ô � Û*ÛC	@n�Û�pIkdk�m��+k	k�m�Û
p�m��>�jw'Û*ß
��nFr'Ú�r6xHß�k�Þ�ßqx­Ü��>ß
��à
ÞÆ��Û
kÇÛTÚ»Ü�ß ��Û9��},Þ"k�m�Û]��ß���Û9ÚÇÛ9�*pRÛVß
�Jk�m�Û]��ÛT�FxHß�kÇß
Û�x��8r	Ú
ß ��k�m�Û]Ü�r'à
�	Úd|-r	àqz�Ü�Û�x���r+t�k�m�ÛKk � rvx�n�Û�pTß Û�xT�j�vÛ]ß
�=k»Ú�r���zFpRÛOk�m�Û]Üvr'à
�	Údp
r	�6kÇÛ9�6k�x

H(t) :=

∫

Ω′

h(x, t) dx, B(t) :=

∫

Ω′

b(x, t) dx

r+t$k�m�Û�x�n�Û�pTß Û�x
Ca(OH)2

�	���
CaCO3

�Gk��vw	ßq|	ÛT� k»ß Ü�Û
t
���~t$k�m�ÛDkÇÚ5�>�*x�nhr	Ú�k"��r�Û�x

�jr+kú�+��Û�p�kHk�m�Û"Ú»Û9�=p�k»ß�r'�1ÔGk�m�ÛT� �Gt k»ÛTÚ­��w	ßq|	Û9�<k»ß Ü�Û
t− t0

k�m�Ûfp
r	�6kÇÛ9�=k
H(t0)−H(t)r+t�Üvr	à
Û�xKr+t

Ca(OH)2
n�Ú�r���z*pTÛ9�ok�m�ÛJpIr'�=k»ÛT�6k

B(t)
r+t�Üvr	à
Û�x�r-t

CaCO3
�l dm@z*x

k�m�Û]Û��=z#�>à
ßMk�Þ
H(t0) − H(t) = B(t)

mjr	à �jxft�r	Ú�Û9�=p�m
t0 ≤ t ≤ tf

�x lÚ»ß�|�ß �>à
à Þ'Ô#ß�kV�	àqx�rÆÚ»Û�x�z�à�k�xLk�m��+k
B(t0) = H(tf ) = 0

�
� ÛKk�m�ÛT� m��(|'Û

∫

Ω′

(

1 − φ(t0)
)

dx −

∫

Ω′

(

1 − φ(t)
)

dx
�SÑ�� �=�

=

∫

Ω′

(h(x, t0) − h(x, t))

ρh

Mh dx −

∫

Ω′

b(x, t)

ρb

Mbdx

=
Mh

ρh

(H(t0) − H(t)) −
Mb

ρb

B(t) =

(

Mh

ρh

−
Mb

ρb

)

B(t).

ÙúÞo�´Ñ�� Ó6�¢�	���y�´Ñ�� �=�RÔ�ßMk7Þ�ß
ÛTà �jxdk�m��Gk

φ(t) − φ(t0) =
1

|Ω′|

(

Mh

ρh

−
Mb

ρb

)

B(t), t ∈]t0, tf ].
�SÑ�� �+�

Õ"Û9�jr+k»Û�},Þ
β
k�m�Û��6z��>�6k»ßMk�Þ

β :=
Mh

ρh

−
Mb

ρb

.
�SÑ�� Ø=�

�~t
β > 0

ÔIk�m�ÛT�Kk�m�ÛHnhr	Ú�r=xÇßMk�Þ"ßqx�ÛT�jm��	�*pRÛ;� �R�~t
β < 0

ÔIk�m�ÛT�Kk�m�ÛHnFr'Ú�r6xHß�k�Þ7ßux���Û�pRÚ»Û9�=xHÛ;� �
Ijr	Ú�k�m�ÛKp9�-xÇÛ3r+t	�´Ñ�� �-�RÔ � Ûfm��(|	Û

β = −4.1857
� !"ÛT�*pTÛ	Ô��¥��Û�pRÚ»Û9�=xHÛ"ß �Jk�m�Û�pIr'�*pRÚ»ÛIk»Û

nFr'Ú�r6xHß�k�ÞEß
����z*pTÛ9�v}�Þ��SÑ�� �-�¾ßux$k�rD}#Û7ÛC	�n#Û�p�kÇÛ;� þ �@Ijz�Ú�k�m�ÛTÚ»Ü�r'ÚÇÛ'Ô-xÇß �*pTÛ
b

ßqxHn�Ú�r���zFpRÛ9�
|,ß �

η̄
Ô � Û�pT�	� � Ú»ß�kÇÛ

b(x, t) :=

∫ t

t0

φ(τ)η̄(x, τ) dτ.
�´Ñ�� �6�

2
D G'J/. 2 MTA»X%M�5 W�F5F .$>¸J X�G�X�G F­F�C	U�F»W J 0]F IYXHMT^ F�4 JM: F I'A F X�G,MTX N N � .�M 0]U ^ F .����������	� 
E. 9���F»W
MO: F A W�F M�. F JLI U�\9W�\ .�J X ; J I6: 9 A F : 7G; A�M W�7�\ I�MRX�J \ I A
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Õ"ßq|�ß
��ß
�jw �SÑ�� �+�f}�Þ
∆t := t − t0

ß
� � m�ßqp�m
t0 < t < tf

�	���or � ß �jw�k�r �SÑ�� �=�RÔ � Û
r-}�k5�>ß
�Jk�m��Gk

lim
t→t0

∆φ

∆t
=

β

|Ω′|

∫

Ω′

lim
t→t0

1

∆t

∫ t

t0

φ(τ)η̄(x, τ) dτdx.

 dm�Û]à
�+k�k»ÛTÚ�Û��6z��+kÇßqr	� à Û;�	�jx	k�r

1

φ(t)

dφ

dt
=

β

|Ω′|

∫

Ω′

η̄(x, t) dx
t�r	Ú7�	à à

t ∈ (t0, tf ).
�´Ñ�� �;Ò=�

Ijz�Ú�k�m�Û9ÚÇÜvr'ÚÇÛ'Ô�ßMt � Û]�=x�x�z�Ü�ÛV�jr � k�m��Gk

0 < η̄min ≤ η̄(x, t) ≤ η̄max < +∞,
�´Ñ�� �����

k�m�Û9��}�Þ��SÑ�� �9Ò6�ú�	�����´Ñ�� �����Hk�m�Û]Û�x�k»ß Ü��Gk»Û�x

φ0e
βη̄maxt ≤ φ(t) ≤ φ0e

βη̄mint t�r	Ú7�	à à
t ∈ (t0, tf )

mjr	à � �À dm�ÛTÚ»ÛIt�r'ÚÇÛ'Ô�nhr=x�xHßq}�à
ÛJpT�	����ß ���Gk»Û�xDt�r	Ú
α

�	ÚÇÛ
βη̄max

Ô
βη̄min

Ô�r	Ú�x�r'Ü Û�Ü�Û9�>�
|��	à�z�Û	Ô�t�r'Ú�ß �*x�k»�	�*pRÛ'�

�"¤Tª�§>¨���� ���´�=�¸�~t k�m�Û��-pIkÇßq|	Û3pIr'�*pRÛ9�6kÇÚ5�GkÇßqr	�Fx¸�>Ú»Û3xHÜ��	à àÉÔ+k�m�ÛT��k�m�Ûfp
r	�*x�k»�	�6kHnFr'Ú�r6x�Ö
ßMk�Þ �-x�x�z�Üvn�k»ß�r'�

φ := φ0
ßqx3|��	à ß � ÔjxÇÛTÛ 
 � � �íÔjn1� � �	Ó��

��}F�¸�~thk�m�Û3k»Ú»�	�*x�t�r	Ú»Ü��+kÇßqr	�
Ca(OH)2(s) → Ca(OH)2(aq)

pT�	��}#ÛOpIr	�FxHß ��ÛTÚ»Û9�
pIr	Üvn�à
ÛIk»ÛÆ�>�#��k�m�Û Ú»Û
|'ÛTÚ�xHÛ�kÇÚ5�>�Fx�t�r'ÚÇÜ��Gk»ß�r'�

Ca(OH)2(aq) → Ca(OH)2(s)
m��=x

�jrLk»ß Ü�Û	k�rOm��-njn#Û9�1Ô�k�m�Û9�1Ô>�-xlß
�Dk�m�Û	p9�-xÇÛEr-t#�jr'��Ö~p9�Gk5�>à
Þ=k»ßqpHw'�-xHÖ�x�r'à ß �]Ú»Û9�-pIkÇßqr	�*x9ÔIk�m�Û
k�r+k5�>à�nFr'Ú�r6xHß�k�ÞÆÜ���Þ�}#Û �-x�x�z�Ü Û;� k�r���Û
n�ÛT����à ß
��Û;�>Ú»à Þ�r	� k�m�Û<x�r	à
ß
��ÚÇÛ;�-p�k5�>�6kLpIr'��Ö
|	ÛTÚ�xÇß�r'�1�	 dm�ßuxQk»Ú»�	�*xHà �Gk»Û�x
ß
�"r=z�ÚExÇÛIk�k»ß �*w¥�-xQt�r	à
à�r � x9á+k�m�Û7Û
|=r	àqz�kÇßqr	��r-t�k�m�ÛOpIr	�FpRÚ»ÛIkÇÛ
nFr'Ú�r6xHß�k�Þ ��Û�n#Û9���jx à
ß ��Û;�>Ú»à Þyr	��k�m�Û�p
r	�*pTÛT�6kÇÚ5�Gk»ß�r'��r+t

Ca(OH)2
�´�-���RÔ�r	Ú¥Û��6z�ßq|Y�YÖ

à Û9�=k»à Þ'Ô

φ := φ0 + h̄0
Mh − Mb

|Ω|

(

1 −
h̄

h̄0

)

,
�´Ñ�� ��×-�

� m�ÛTÚ»Û
h̄0

�	���
h̄

�>Ú»Û7Üvr	à �>Ú�p
r	�*pTÛT�6kÇÚ5�Gk»ß�r'�*xQr-t
Ca(OH)2

�´�=���
ß
�"k�m�ÛLnhr	ß
�=k�x
(x, 0)�>���

(x, t)
Ô�ÚÇÛ�x�n�Û�pIkÇßq|	ÛTà
Þ	Ô

φ0
ßuxQk�m�Û�ß ��ß�kÇß �>àhnhr	Ú�r=xÇßMk�Þ'Ô

Mh

�>�#�
Mb

�>Ú»Û�k�m�Û"Ú»Û9�-pIk»�	�=k
�>���sn�Ú�r���z*pIk*Üvr	à �>Úf|-r'à�z�Ü�Û�xT� !7ÛTÚ»Û

Mh := MCa(OH)2

�>���
Mb := MCaCO3

���~k
pT�>�v}�ÛLxÇÛTÛT��t±Ú�r	Ü �´Ñ�� �;×=� k�m��+kHk�m�Û3nFr'Ú�r6xHß�k�Þ

φ
ßqx¸�jr � �Ot�z��*p�k»ß�r'��r+t

x
�>���

t
�	�~thk�m�Û

n�Ú�r���zFp�k
b
m��-x�� à�r � ÛTÚVÜvr	à �>Ú�|=r	àqz�Ü�Ûvk�m��	�ok�m�Û Ú»Û9�=p�k»�	�6k

h
Ô k�m�ÛT�yk�m�Û"nFr'Ú�r6xHß�k�Þ

ß �*pTÚÇÛ;�-xÇÛ�x9Ô@r+k�m�ÛTÚ � ßqxÇÛVßMk"��Û�pRÚ»Û9�=xHÛ�xT�

	 , 	 ,�� 8�� �=B��y&9<@'j)-%��68FB :?'�� <=& > 8 � <?:

 dm�Û"n�Ú�r-}�à
ÛTÜgßux�nFr6xHÛ;�uß ��k�m�Û"k»ß Ü�Û ß
�6kÇÛ9Ú�|Y�>à
ST =]0, T [

Ô
T ∈]0,∞]

�	���uÚÇÛ
t±ÛTÚ�x
k�r"k�m�ÛDw'Û
r'Ü Û
kÇÚ»Þ ��Û�x�pRÚ»ß�}�Û9� ß
��xÇÛ�p�k»ß�r'��Ñ�� ×��F� Û�xHÛ9à Û�p�kV�>������	

ε > 0
x�z�L�pTß Û9�6kÇà
Þ

xHÜ��>à
àÉÔ¢�	��� p
r	�*xÇß
��ÛTÚ �Gk��>� �	Ú�}�ß�kÇÚ5�>Ú»ß
à Þ w	ßq|	Û9�lkÇß
Ü�Û
t ∈ ST

k�m�Ûu��r	Ü��>ß
�
∅ 6=

Ω ⊂ R+
ÔÀßÉ� Û'�À�on��	Ú�k�r+tLk�m�Û pIr	�FpRÚ»ÛIkÇÛ�xÇ�	Üvn�à Û��8xÇÛTÛ 
 Ñ	Ø9����Ô � m�ßup�m ßux���ßq|,ß ��Û;� }�Þ

k�m�Û�n�à �>��Û�x
x = s(t) ± ε

2

ß �6k�r�k�m�Ú»ÛTÛ���ßux�k»ß �*pIkDx�z*}�Öí�jr	Ü��>ß
�*x9�x�	kKk»ß Ü�Û
t
k�m�Û"x�zj}�Ö

��r	Ü��>ß
�
Ω1(t) := Ω ∩ {x < s(t) −

ε

2
}

��ÛT�jr-kÇÛ�x ��n��>Ú�kÇß �>à
à
Þ�p9�>Ú�}Fr'���Gk»Û9� n#�>Ú�k9Ô
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� m�ß à
Û
Ω2(t) := Ω ∩ {x > s(t) +

ε

2
}

ÚÇÛ�n�Ú»Û�xÇÛT�6k�x�k�m�Û�z��*pT�	Ú�}hr	�#�GkÇÛ;��n��>Ú�k9�À dm�Û
k�m�ß
Ú»� x�zj}�Ö���r	Ü��	ß � ßqx	k�m�Û]à ��Þ	ÛTÚ

Ωε(t) := Ω ∩
{

s(t) −
ε

2
< x < s(t) +

ε

2
, t ∈ ST

}

,

k�m��+k�xÇÛ
n#�>Ú5�GkÇÛ�xHk�m�ÛKk � r¥Ú»Û
w'ß�r'�*x
Ω1(t)

�>���
Ω2(t)

�j� ß�k�m�ß
��k�m�ßux¢à ��Þ	ÛTÚ�k»�-�	Û�x�n�à
�=pRÛ
k�m�Û�}jz�à����Kr+t�k�m�ÛKp9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�ÆÚ»Û9�=p�kÇßqr	����� ÛE��Û9�jr+k»ÛK},Þ

Γl(t) := ∂Ω∩
{

x = s(t)−
ε

2
: t ∈ ST

}

, Γr(t) := ∂Ω∩
{

x = s(t)+
ε

2
: t ∈ ST

}

k�m�Ûvn�à �>��Û�xTÔ � m�ßup�moxÇÛ
n#�>Ú5�GkÇÛDk�m�Û�xHÛ���r'Ü��>ß
�*xTÔ �	����à
ÛIkKk�m�Ûvx�z�Ú�t´�-pTÛ
Γ (t) := ∂Ω ∩

{x = s(t), t ∈ ST }
}#Û¥à�r�pT�+kÇÛ;� ß � k�m�ÛEÜ�ß
����à Û<r+t$k�m�Û�à ��Þ	ÛTÚ;ÔjxÇÛTÛ��*w=z�Ú»Û]Ó��*� ß�k�m�ß �

k�m�ßuxQt±Ú5�>Ü�Û � r	Ú��xÔ � Û7��rE�jr-k%ß �FpRàqz���Û*�	��Þ<x�z�Ú�t´�=pRÛ�Ú»Û9�=p�kÇßqr	���+k
Γl(t)

Ô
Γr(t)

r	Ú
Γ (t)

�
ÙúÞ I¾ßqw-z�Ú»Û"Ó#Ô � Û"Ú»ÛTÜ��>Ú����EÚ»Û�x�kÇÚ»ßqpIkÇßqr	��r	�Jk�m�ÛOp�mjr	ßupRÛfr+t

ε
Ô6k�m��+kúßux

ε ∈ (0, L0 −µ)� ßMk�m
µ ∈ (0, L0)

�2Ijr'Ú¢ÚÇÛ;�>à Ö � r	Ú»à
�vn�Ú�r=}�à Û9Ü�xTÔ6k�m�ÛO|Y�	à�z�ÛKr-t
ε

ßux x�z�L�pTß Û9�6kÇà
ÞJxHÜ��	à àÉÔ
ßS� Û	�

ε � L0
�2I¾ß ���	à à
Þ	Ô � ÛKm��(|'Û

Ω = Ω1(t) ∪ Γl(t) ∪ Ωε(t) ∪ Γr(t) ∪ Ω2(t),

r	Ú
Ω = clos(Ω1(t) ∪ Ωε(t)) ∪ Ω2(t)

�# dm�Û]ÚÇÛ�w	ßqr	�
Ω2(t)

p9�>��}#ÛE�	àqx�r���ÛI�#��Û9��}�Þ

Ω2(t) := {x ∈ Ω : φφwūi(x, t) = 0, i ∈ {1, 2}}, t ∈ ST ,

� m�ß à
Û
Ω1(t) ∪ Ωε(t)

ßux�w	ßq|	Û9�J}�Þ

Ω1(t) ∪ Ωε(t) := Ω − Ω2(t), t ∈ ST .

� Û���ÛT�*r+kÇÛ<k�m�Û¥Ü��-x�xOpIr	�FpRÛT�6k»Ú»�+kÇßqr	��r-tQk�m�Û��-pIkÇßq|	Û�x�n�Û�pTß Û�xL}�Þ
ū1 := [CO2(aq)]

Ô
ū2 := [CO2(g)]

Ô
ū4 := [CaCO3(aq)]

Ô
ū5 := [H2O]

k�m�ÛOp�m�ÛTÜ�ßupT�	à*x�n�Û�pTß Û�xHn�Ú»Û�xÇÛT�6k
ß �vk�m�Û"��r'Ü��	ß �

Ω1(t)∪Ωε(t)
��ÐLk�m�Û9Ú%�-pIkÇßq|	Û�x�n#Û�pRß
Û�x¸�	ÚÇÛ�n�Ú»Û�xÇÛT�6k¸ß
�

Ω2(t)
Ô	���	Ü�ÛTà
Þ

ū3 := Ca(OH)2(aq)
�>�#�

ū6 := [H2O]
�h�vÛ¥�=x�x�z�Ü�Û�k�m��Gk

CaCO3
ßqx*�jr-kLkÇÚ5�>�Fx�Ö

nFr'Ú�k»Û9��ß �
Ω

�
 dm�Û�t�r	à
à�r � ß
�jw�xHÛ
k"r+t*ß
����ßupRÛ�x�ßqxvzFxHÛ;� á

I := I1 ∪ {4} ∪ I2
Ô � m�ÛTÚ»Û�k�m�Û�xÇÛIk

I1 := {1, 2, 5}
nFr'ß �6k�x�r-z�k�k�m�Û���ß���z*xHßq|	ÛE�=p�k»ß�|'Û�pIr	�FpRÛT�6k»Ú»�+kÇßqr	�*x­ß
�

Ω1(t)
�>����k�m�Û

xHÛ
k
I2 := {3, 6}

Ú»ÛIt±Û9Ú�x3k�r�k�m�Û���ß��hzFxHßq|	Û �-p�k»ß�|'Û�pIr'�*pRÛ9�=k»Ú»�+kÇßqr	�*x3n�ÚÇÛ�xHÛ9�6k7ß �
Ω2(t)

�
 dm6zFx � ÛÆ�>Ú»Û à
Û9�yk�rypIr'�*xHß ��Û9Ú�k�m�Û�ÜvrG|,ß
�jw	ÖP}hr-z��#���>Ú»Þ�n�Ú�r-}�à
ÛTÜ t�r	Ú ��ÛIk»ÛTÚ»Ü�ß ��ß
�jw
ūi(x, t), i ∈ I

�	���
s = s(t) � m�ßqp�msx»�GkÇßux�t±Þ�t�r	Ú7�	à à

t ∈ ST

k�m�Û]Û��6z��+kÇßqr	�*x

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










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























(φφwū1),t − (D1φφwū1,x)
x

= fHenry − fReacε, x ∈ Ω1(t) ∪ Ωε(t),

(φφaū2),t − (D2φφaū2,x)
x

= −fHenry, x ∈ Ω1(t) ∪ Ωε(t),

(φφwū3),t − (D3φφwū3,x)
x

= fDiss − fReacε, x ∈ Ω2(t),

(φφwū4),t = fPrec + fReacε, x ∈ Ω1(t) ∪ Ωε(t),

(φφwū5),t − (D5φφwū5,x)
x

= −fReacε, x ∈ Ω1(t) ∪ Ωε(t),

(φφwū6),t − (D6φφwū6,x)
x

= 0, x ∈ Ω2(t). �´Ñ�� �;Ñ=�

3
D G F : \�0 M9JLI Ωε(t)

JM. W�F�2
F»W�W�F : X \ M
."X�G F���� ���	��

��� � � 
 ����A NSX7J/.f. 9'U,U�\ . F :�X \�7�F X�G F
U ^ M9A F >¸G F»W�F X�G F A5M W�7�\ I,MTX�J \ I U	W�\ : 9 A»X�J \ I X F»W�0 M U,U ^LJ F . A
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 dm�Û]ß ��ßMk»ß
�	à1�>����}hr-z������>Ú»ÞJpIr'����ß�kÇßqr	�*x��	ÚÇÛfk�m�ÛKt�r'à àqr � ß
�jw

φφwνi2ūi(x, 0) = ûi0, i ∈ I, x ∈ Ω(0),

φφwνi2ūi(0, t) = λi, i ∈ I1, t ∈ ST ,

ūi,x(L, t) = 0, i ∈ I2, t ∈ ST .

 dm�Û7ß
�=k»ÛTÚ�t´�-pTÛ"�>����k»Ú»�	�*xÇÜ ßux�xHßqr	��pIr'����ß�kÇßqr	�*x%ß Üvnhr=xÇÛ9���=pRÚ�r=x�x
Γr(t)

�>Ú»Û"��Û
����Û9��ß
�
k�m�ÛKt�r'à àqr � ß �*w � ��Þxá

[ji · n]Γr(t) = θs′(t)[φφwνi2ūi]Γr(t), i ∈ I1 ∪ I2,
�´Ñ�� �9Ó6�

s′(t) = cs(ε)

∫

Ωε(t)
η̃ε(ū(x, t))dx

∫

Ωε(t)
φφwū3(x, t)dx

, t ∈ ST , s(0) = s0,
�´Ñ�� �9�-�

� m�ÛTÚ»Û

ν12 = ν32 := 1, ν22 :=
φa

φw

, ν52 = ν62 :=
1

φw

,

νi` := 1, i ∈ I, ` ∈ I − {2}, ji := −Diνi`φφwūi, i, ` ∈ I1 ∪ I2

�>Ú»ÛHk�m�Û	p
r	Ú»ÚÇÛ�x�nhr	����ß �jw7��ßM��z*xÇß�|'Û K*z�	�Û�xTÔY�	���
θ ∈ {0, 1}

�9�~t
θ = 1

Ô(pIr'����ß�kÇßqr	�J�SÑ�� �TÓ6�
nFr'ß �6k�x3r-z�k"��xÇÜ��>à
à��	�jx�r	Ú�n�k»ß�r'�"kÇÛ9ÚÇÜo�-pIkÇß
�jw �Gk�k�m�Û]ß �6k»ÛTÚ�t´�-pRÛ

Γr(t)
� !3r � Û
|'ÛTÚ;Ô,ß
�

Ü�r6x�k	r+t k�m�ÛOxÇß�k�z��+kÇßqr	�*xEk�m�ÛOnjm�Þ�xHßupT�	à�Ú»ÛTà
Û
|Y�>�6kdpT�-xÇÛLp
r	Ú»ÚÇÛ�x�nhr	���*x$k�r
θ = 0

��!7Û9�*pRÛ'Ô
k�m�Û � mjr'à Ûvn�Ú�r���z*p�k»ß�r'�o}�Þ�Ú»Û9�=p�kÇßqr	� ßqxVß
�*pTà�z���Û9� ß �yk�m�Û�|=r	àqz�Ü�ÛDk»ÛTÚ»Ü

fReacε

�1�	k
Γl(t)

k�m�ÛJp
r	�*pTÛT�6kÇÚ5�Gk»ß�r'�*xE�	���yk�m�Û9ß Ú<w	Ú5�	��ß
ÛT�6k�xE�>Ú»ÛJpIr'�6kÇß
�6z*r-z*xE�	���u�jr�p�m#�>�jw'Û�x
ß �yk�m�Û Üvr���ÛTàHn��	Ú»�	Ü�ÛIkÇÛ9Ú�xOr�p
p
z�Ú;���sr	Ú»Û
rG|'ÛTÚ;Ô � Û�m��(|'ÛDk�m��Gk

cs(ε)
Ô
Di

�
i ∈ I1 ∪

I2
��Ô

L
�	���

s0
�>Ú»ÛJx�kÇÚ»ßqpIkÇà
Þonhr=xÇß�kÇßq|	ÛJp
r	�*x�k»�	�=k�xT�¾ dm�Û"}hr-z��#���>Ú»Þv���Gk»�

λi

�
i ∈ I

�
�>Ú»Û"n�Ú»Û�x�pRÚ»ß�}�Û9� ß
� �-w	Ú»ÛTÛTÜ�Û9�=k � ßMk�m k�m�Û�Û9�6|�ß
Ú�r'��Ü�ÛT�6k»�	àEpIr'����ß�kÇßqr	�*xDk�r � m�ßup�m

ΩßqxÆÛ
	�nFr6xHÛ;� �ú dm�Û�ß
��ßMk»ß
�	àfp
r	����ß�kÇßqr	�Fx
ûi0 > 0

�
i ∈ I

�Æ�>Ú»Û���ÛIk»ÛTÚ»Ü�ß ��Û;�{}�Þ k�m�Û
p�m�ÛTÜ�ßux�k»ÚÇÞ�r+t$k�m�Û<pRÛTÜ�Û9�=k;�# dm�Û<pIr	�FpRÚ»ÛIkÇÛ�nhr	Ú�r=xÇß�k�Þ

φ > 0
�>�����	àqx�r�t�r	Ú3k�m�Û � �Gk»ÛTÚ

�>�����>ß
ÚEt±Ú5�-pIkÇßqr	�*x9Ô
φw > 0

�>���
φa > 0

Ô��>Ú»Û��=x�x�z�Ü�Û9��k�r�}#ÛKw	ßq|	Û9�Jp�t��jxÇÛ�pIkÇßqr	�ÆÑ�� ×��
�7��ß
ÜvnFr'Ú�k5�>�6k]�-x�n#Û�p�kKr+tHk�m�ßqx�Üvr���ÛTàÀßuxfk�m��+k � Û �=x�x�z�Ü�Û�k�m�Ûvx�n�ÛTÛ;��r+tEk�m�Û à
��Þ'ÛTÚ
Ωε(t)

k�r�x»�GkÇßux�t±Þ"�´Ñ�� ���=��� !3r � Û
|'ÛTÚ;ÔTÚ»ÛTà �Gk»ß�r'���´Ñ�� �9�-�1ßqxÀ�jr-k�}#�-xÇÛ9��r'�D�#Ú�x�k�n�ÚÇß
�*pRßqn�à
Û�x9�
�~k%ßqx¸Ú»�+k�m�Û9Ú%�>� §	¶]°�¬9³ �>�*x»�Gk �dk�m��+k � Û §�¦�¨�²´¬>¨�² ß Üvnhr=xÇÛ�k�rE��Û�x�pRÚ»ß�}�Ûdk�m�Û*��Þ����>Ü�ßup
x
r+t	k�m�Û à ��Þ	Û9Ú

Ωε(t)
�¾�3z�Ü�Û9ÚÇßupT�	àHxHß
ÜDz�à �Gk»ß�r'�*x � ß
à à	x�mjr � ß � ��t�z�Ú�k�m�ÛTÚ�njz*}�à ßupT�+kÇßqr	�

k�m��+k�r=z�Ú�p�m*r	ßupRÛJr-t<�´Ñ�� �9�-�EßqxvpRàqr=xÇÛ"k�r � m��+k�m#�+njn�ÛT�*x ß
� Ú»Û9�	à ß�k�Þ	�À �rv��ÛI�#��ÛJk�m�Û
ß �@|-r'à�|'Û9��pT�>Ú�}hr	���+kÇßqr	��ÖíÚÇÛ;�-pIkÇßqr	� Ú5�Gk»Û	Ô � Û]ß
�6kÇÚ�r���z*pRÛOk�m�ÛKt�z��*pIkÇßqr	�

η̃ε : R
6 × MΛε

→ R+, η̃ε(y, t) = η̄ε(ū(x, t) + λ(t), Λε), x ∈ Ωε(t),
�´Ñ�� ���=�

η̄ε(ū(x, t), Λε) = kεφφwū
pε

1 (x, t)ūqε

3 (x, t), t ∈ ST ,

� m�ÛTÚ»Û
pε ≥ 1

Ô
qε ≥ 1

�
 dm�ÛKn�Ú�r���zFp�kÇßqr	�JkÇÛ9ÚÇÜ�x

fHenry

Ô
fDiss

Ô
fPrec

�>���
fReacε

��Û9�jr+k»ÛOx�r-z�Ú�pTÛ�x¢�>���
xHß
�j��x�}�Þ !"ÛT��Ú»Þ,ÖÉà
ßq�	Û�kÇÚ5�>�*x�t±ÛTÚ�Ü Û�p�m��>��ßqxÇÜ�xTÔ1��ßux�x�r'à�z�k»ß�r'�1Ô n�Ú»Û�pTß�n�ßMk5�GkÇßqr	� �	����pT�	ÚHÖ
}Fr'���Gk»ß�r'��Ú»Û9�=p�kÇßqr	�FxT�@� ß�k�m�ß
� k�m�ßuxdt±Ú5�>Ü�Û � r	Ú��xÔ � ÛE�-x�x�z�Ü�Û
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fi,Henry = (−1)iPi(φφwū1 − Qiφφaū2), Pi, Qi > 0, i ∈ {1, 2},

fDiss := −S3,diss(φφwū3 − u3,eq), S3,diss > 0, ū3 > 0,

fPrec := 0,

fReacε := η̃ε.

�´Ñ�� � �+�

 dm�Û�ÚÇÛ;�-pIkÇßqr	�uà
��Þ'ÛTÚ
Ωε(t)

ßqx�p
r	�*x�k»�	�6kÇà
Þ�Ú»Û�pRÛ9ß�|�ß
�jwsx�r'à�zjkÇÛ�Ú»Û9�-pIk»�	�=k�xOt±Ú�r'Ü
Ω1(t)�>���

Ω2(t)
�¸�"àqx�rvßMk�àqr6r6xHÛ�x¥�=�6z�Û
r=z*x�Ú»Û9�=p�k»ß�r'� n�Ú�r��jz*p�k�x �	��� w,�>ß
�*x<n�ÚÇÛ�pRßqn�ß�k»�Gk»Û9�

Ü ß
��Û9Ú»�	àqx9�1 dm@z*xOk�m�ßux]ÜvrG|�ß �*w>ÖíÚÇÛ;�-p�k»ß�r'� �
r'��Û�ßqxEÜ��	��ßqnjz�à �GkÇÛ;��r=z�k�r+t¢Û��6z�ß
à
ß�}�Ú»ßqz�Ü
�>����w	Û9��ÛTÚ5�>à
à Þ"x�z*x�k»�	ß �*x��vm*r=x�kdr-tl�jr'��ÖíÛ��6z�ß
à ßq}�Ú»ß�z�Ü njm�ÛT�*r	Ü�ÛT�����

Ilß
���	à à
Þ	Ô � Ûyp9�>à
àfk�m�Ûyt�r	Ú»ÜDz�à �Gk»ß�r'� �´Ñ�� �;Ñ=��Ö��SÑ�� � �+�vk�m�Û ª�¬YÃ;²Ä«@D ��¨Ç¤5§	³T©S²´¬>« ��Ê §>Å	¤R¨
³»§>¨ �5¬Y«�§>©S²´¬>« ª�¬;¶	¤TÊ �' dm�ßqxQn�Ú�r=}�à Û9Ü pIr'�*xÇßqx�k�xQr-tx�V�*r	��Öíà�r�p9�>àjpIr=zjn�à
Û9��x�k»Ú�r'�jw	à
ÞE�jr'��Ö
à ß
��Û9�	Ú<xÇÞ�x�k»ÛTÜ r+t3n��	Ú»�-}Fr'à ßup�Û��6z��+kÇßqr	�*x � m�ßqp�m m#�-x���ÜvrG|,ß
�jw § ¦�¨�²´¬>¨�² z��j���jr � �
ß �6kÇÛ9ÚÇ�#�>à7à ��Þ	Û9Ú9�% dm�Û�pIr=zjn�à
ß �jw }#Û
k � Û9ÛT�{k�m�Û�Û��6z��+kÇßqr	�*x��>��� k�m�Û��jr'��ÖÉà
ß
��Û9�	ÚÇß�kÇß
Û�x
pIr	Ü�Û�t±Ú�r	Ü k�m�ÛEß ��K*z�ÛT�FpRÛ�xfr+t$k�m�Û<p�m�Û9Ü�ßqp9�>à1Ú»Û9�=p�kÇßqr	�sr'� k�m�Û�kÇÚ5�>�*x�nFr'Ú�k3n#�>Ú�k9Ôjk�m�Û
nFr'Ú�r6xHß�k�Þ

φ
Ô#�	����t±Ú�r'Ü k�m�Û���Û
n�ÛT�#��ÛT�*pTÛ�r+t$k�m�Û]Ü�rG|�ß
�jw�ÚÇÛ�w	ßqr	�*x

Ω1(t)
Ô
Ω2(t)

�>���
Ωε(t)

r	�
s(t)

�¾ÐLk�m�ÛTÚ]�*r	��Öíà ß
��Û;�>Ú»ßMk»ß Û�x"Ü���Þ�}�Û�ß �6kÇÚ�r���z*pTÛ9�o},Þ���ßM�xÛTÚ»ÛT�6k��-x�x�z�Üvn�Ö
kÇßqr	�*x$r'�Dk�m�Û�n�Ú�r��jz*p�k»ß�r'�Dk»ÛTÚ»Üvx9�> dm�Û��jr'��Öíà�r�pT�	à ß�k�Þ�n�Ú�r-n�ÛTÚ�k�Þ�x�k»ÛTÜ�x�t±Ú�r	Ü�Û��=z#�GkÇßqr	�
�´Ñ�� ���=�­�>����ßqx7Û�x�xHÛ9�=k»ß
�	à à
Þ�Ú»ÛTà �GkÇÛ;�"k�rvk�m�Û]��Þ����	Ü�ßqp�x�r+t

Ωε(t)
�

�"¤Tª�§>¨���� � ��� <?:=:�� � 8h#�<�� B <6#�# 8 � � 	 ,65 	 ��� � 	 ,=5�� � � # r�p9�>àl�	����w'à�r=}��>àlÛ
	�ßux�k»ÛT�*pTÛ	Ô
z���ßu�=z�ÛT��Û�x�x��	��� x�k5�+}�ß
à ß�k�Þ"r-t�nhr=xÇßMk»ß�|'Û � Û;�+�Jx�r	àqz�kÇßqr	�Fx � ß�k�m�Ú»Û�x�n�Û�p�kdk�r<k�m�Û]ß
��ßMk»ß
�	à
���Gk5���	����n��>Ú5�>Ü�Û
kÇÛTÚ�xÀ�>Ú»Û�x�mjr � � ß
� 
 ×���� �8xÇÛTÛ� dm�Û�r	Ú»ÛTÜ Ñ�� ��� Ó�ÔY dm�Û
r'ÚÇÛ9ÜmÑ�� ��� ���>���
 dm�Û
r'ÚÇÛ9ÜiÑ�� ��� �;Ò=�R��I*z�Ú�k�m�ÛTÚ»Üvr	Ú»Û	Ô�z*xÇÛIt�z�à�zjn*n#Û9ÚÀ�	���Eàqr � ÛTÚ�}hr-z����jx9Ô(t�r	Ú¾ß �*x�k»�	�*pRÛ	r	�
k�m�Û3|'ÛTàqr�pRß�k�Þ�r+t�k�m�Û7ÚÇÛ;�-pIkÇßqr	�<t±Ú�r'�=k%�	����r	��k�m�Û�kÇß
Ü�Û�k�r�p
r	Üvn�à
ÛIkÇÛdk�m�ÛLp9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�
r+t
�<w'ß�|'ÛT��n��>Ú�k3r+tÀ��p
r	�*pTÚÇÛ
kÇÛ�x»�>Üvn�à
Û	Ô��>Ú»Û]�>àux�r�r-}jk»�>ß
��Û;� �
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Ðfz�Ú Üvr���ÛTàux�t�r'Ú"k�m�Û�n�à �-xÇÜ�� p
z�k�k»ß �*w � Ï Ú�r-}�à Û9Ü �(���>���lp
r	�*pTÚÇÛ
kÇÛ�p9�>Ú�}Fr'���Gk»ß�r'�
� Ï Ú�r-}�à
ÛTÜ�×-�V�	ÚÇÛ�t±Ú�r	Ü }hr+k�muÜ��+k�m�Û9Ü��GkÇßupT�	à%�>�#��Üvr���ÛTà
à
ß �jwsnhr	ß
�6k�x�r-t	|�ß
Û � �jr	�
x�k5�>�����	Ú»�1�� dm�ÛTÞ�r	��à
ÞÆÚ»ÛTÜvr+k»ÛTà
Þ Ú»Û�xÇÛTÜD}�à ÛOk�rvk�m�ÛDpTà
�=x�xÇßqp9�>à��6k»ÛIt´�	��n�Ú�r=}�à Û9Ü r-t¾ßupRÛ
Ü Û9àMk»ß �*w�Ô � m�ßup�m ßqx7�vx�k»�	�����>Ú5� Û��6z�ß à
ßq}�ÚÇßqz�Ü�Ü�r���Û9àS�

 dm�Û¥Ü��	ß �v�>ß
Ü r+tHk�m�Ûvn��+n�ÛTÚKm��=xf}�ÛTÛ9��k�r�x�mjr � k�m��GkOk�m�Û�ÜvrG|�ß �*w>Ö~}Fr=z������	ÚÇÞ
Ü Û
k�mjr���r'à�r=w	Þ�pT�>� }�ÛDz*xÇÛ9� ß
����xÇß Ü�ß
à
�	Ú7Ü��>����Û9Ú3t�r'Ú�k»�=p��,à
ß
�jwvk � r ��ßM�xÛTÚ»ÛT�6k"Ú»Û9�	à Ö
� r'ÚÇà �"n�Ú�r-}�à Û9Üvx9�,��� Ï Ú�r-}�à Û9Ü �OxÇÛ
|'ÛTÚ5�>à#ß ��Û��6z��>à
ßMk»ß Û�xdw-rG|'ÛTÚ»�vk�m�ÛVÛ
|=r	àqz�kÇßqr	��r+t k�m�Û
z��j���jr � � ß
�6kÇÛTÚ�t´�-pTÛ	Ô � m�ß à
Û ß � Ï Ú�r=}�à Û9Üz×����*r	��Öíà�r�p9�>àE��ß
��ÛIk»ßqp�pIr'����ß�kÇßqr	� Ü��+�'Û�x
k�m�Û�ÚÇÛ;�-p�k»ß�r'�yt±Ú�r'�=kDk�r�n�ÛT��Û
kÇÚ5�Gk»Û�k�m�Û�pIr'�*pRÚ»ÛIk»Û	�1��� }hr+k�m xÇßMk�z��Gk»ß�r'�*xTÔ µ5²Äª ²ÄÊ §>¨�²Ä« �
©í¤T¨±®R§	³5¤Æ³5¬>«�¶Y²Ä©É²´¬Y«�µ ��ÚÇßq|	Û<k�m�Û ß
�6|=r	àq|	Û;�sn�Ú�r@pTÛ�x�xHÛ�x3t´�	ÚLt±Ú�r	Ü}Û��6z�ß à
ßq}�ÚÇßqz�Ü p
r	���Fw-z�Ö
Ú»�+kÇßqr	�*x9�� dm�ßqx�ßux���Ü�� G�r'Ú*��ß���Û9ÚÇÛ9�*pRÛ � ß�k�mvÚÇÛ�x�n�Û�pIkfk�r"k�m�Û Û��6z�ß à
ßq}�ÚÇßqz�Ü p
r	����ß�kÇßqr	�
��ÛI����ß �jwKk�m�Ûf�6k»ÛIt´�	��n�Ú�r=}�à
ÛTÜ Ô>���	Ü Û9à ÞDk�m�Û3kÇÛTÜvn�ÛTÚ5�Gk�z�ÚÇÛd�#ÛTà ��ßqxHp
r	�6kÇß
�@zjr-zFx � m�ÛT�
pRÚ�r=x�xHß
�jw�k�m�ÛVß �6k»ÛTÚ�t´�-pRÛ��>����Û��6z��	àhk�r<k�m�ÛVÜ�ÛTà�kÇß
�jw<kÇÛTÜvn�ÛTÚ5�Gk�z�ÚÇÛ'�� dm�Û�x�k»Ú�r'�jw��jr'��Ö
Û��6z�ß
à ßq}�Ú»ß�z�Ü t±Û9�+k�z�Ú»Û7ß
�6kÇß
Ü��+kÇÛ9à ÞvpIr'����Û�pIk�x Ï Ú�r=}�à
ÛTÜ �"�>��� Ï Ú�r=}�à Û9Ü ×��	�~k%ßux � r'Ú�k�m
Ü Û9�6kÇßqr	��ß
�jw<k�m��+k�k�m�ÛVÛTÜvn�àqrYÞ	Û;� Üvr���ÛTà
à
ß �jw�x�kÇÚ5�Gk»Û
w	ß
Û�x9Ô���Û9�	à ß
�jw � ßMk�m�k � r ÚÇÛ;�>à ÖÉà
ßMt±Û
n�Ú�r=}�à
ÛTÜ�xTÔFpT�>��Û�x�xÇÛT�6k»ß
�	à à
ÞÆß
�6kÇÛTÚ�n�à ��Þ	�����Fx�k»Û9�	� r-t
ß Üvnhr=xÇß �jwJz���ß
à
�+kÇÛTÚ5�>à pIr	�#��ßMk»ß�r'�*x
t�r	Ú¥�'��|Y�>�*pTß �*w k�m�ÛJp
z�k�k»ß �*wst±Ú�r'�6k9Ô � ÛJp
r-z�à �uß Ü��-w	ß
��Û �s��ß ��ÛIkÇßup�à � � �=p�k»ß �jw �-xE�
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��ÚÇßq|�ß �*w�t�r	Ú�pRÛ'�' dm�ßux¸à � � ÚÇÛ
t±ÛTÚ�xQk�r�k�m�Û*Û
|-r'à�zjkÇßqr	��r+t�k�m�Û"�jr'ÚÇÜ��	àFpIr'ÜvnFr'��ÛT�6kEr-thk�m�Û
ß �6kÇÛ9Ú�t´�=pRÛf|	ÛTàqr�pRß�k�Þ

v · ν
�,�~k�pT�	�"}�Ûfr=}�k»�	ß ��Û;��t�r'Ú	xÇß Üvn�à
ÛOw	Û
r'Ü�ÛIkÇÚ»ß
Û�xH|�ß ��}��	à
�	�*pRß
�jw

k�m�Û Ü��=x�x � ß�k�m�ß
� �sx�m�ÚÇß
�j��ß
�jwsn�ß
à àq}Fr9	ok�m��+k<pIr'�6k»�>ß
�*xOk�m�Û ÜvrG|�ß �jw ß
�6kÇÛTÚ�t´�-pTÛ��8xÇÛTÛ
ÝOz�Ú�k»ß � � x Ï ß
à àq}Fr9	 # Û9Ü�Ü�� 
 ��×�� �R�� dm�ßqxf��ß ��� r-t%�>Ú�w-z�Ü�Û9�=kD�?p�t�� 
 ×����íÔhxÇÛ�pIkÇßqr	��×�� Ñ�� ���
t�r	Ú»Ü��	à à
Þ Þ�ß
ÛTà �jx

v · ν = f(ρ, Lm, jabs, θ, χ, ∂Ωs(t)),
� m�ÛTÚ»Û

χ
Ú»Û
n�Ú»Û�xÇÛT�6k�x�k�m�Û"�	Ü�r=z��6kEr+t x�r	à
ß
��p
r	ÜvnFr'��ÛT�6k � m�ßup�m"pRà
ß
�jw=xQr'��à�r�p9�>à
à ÞPK#�Gk

n��>Ú�k�xdr-t k�m�Û�pIz�k�kÇß
�jw�ß
�=k»ÛTÚ�t´�-pTÛV�	��� � �	ßMk�x	k�r�}�Û]Ü�ÛTà�k9�# dm�ÛOn�ÚÇÛ�pRßuxHÛVÛ
	�n�Ú»Û�x�xÇß�r'��r-t
f

ßux�Û�x�xHÛ9�6kÇß �>àht�r	Údk�m�Û�pIr'ÚÇÚ»Û�pIkÇ��Û�x�x	r+t�k�m�ÛV�-njn�Ú�r'�=p�m1�
�3r � à
ÛIk�z*x�xÇÛTÛ�ß
� � m�ßqp�m � ��Þsz���ß
à
�+kÇÛTÚ5�>àHp
r	����ßMk»ß�r'�*xVÜ���Þsn�à
��Þ ��Ú�r	à
Û � m�ÛT�

Ü�r���Û9à à
ß
�jw k�m�Ûyp
r	�*pTÚÇÛ
kÇÛypT�>Ú�}hr	���+kÇßqr	�1�ú��� r	Ú5��Û9Ú"k�r ��r k�m�ßuxTÔ � Û �=x�x�z�Ü�Û�t�r'Ú �
Ü�r'Ü�ÛT�6k k�m��Gk�k�m�ÛúÚ»Û9�=p�kÇßqr	�]à ��Þ	Û9Ú

Ωε(t)
p9�>��}�Û­ÚÇÛ�n�à
�=pRÛ;��}�ÞV�Ox�m��>Ú�n]ß �6k»ÛTÚ�t´�-pRÛ

Γ (t)�>���opIr	�FpRÛT�6k»Ú»�+kÇÛDr'��k�m�Ûv}#Û�m��(|�ß�r'Úfr-tHk�m�Û Üvr6x�k]�+w=w	Ú»Û�x�xHßq|	ÛDx�n�Û�pRß
Û�xv�´ßS� Û	�
CO2

�8w6�
r	Ú

u1
�­��Û9�	Ú

Γ (t)
�2I¾ß
Ú�x�kÇà
Þ	Ô � ÛE�-x�x�z�Ü ÛV�v��ß ��ÛIkÇßupKpIr'����ß�kÇßqr	� à ßq�	Û

s′(t) = ηΓ (s(t), t),

� m�ÛTÚ»Û
s(t)

ßqx�k�m�ÛúÚ»ÛIt±Û9ÚÇÛ9�*pRÛ�nFr6xHß�kÇßqr	��r-t�k�m�Û­ß
�=k»ÛTÚ�t´�-pTÛ
Γ (t)

�+k�k»ß Ü�Û
t

�>���
ηΓ

Ú»Û
n�Ú»ÛRÖ
xHÛ9�=k�x�k�m�Û�p
r	Ú»ÚÇÛ�x�nhr	����ß �jw<x�z�Ú�t´�-pTÛRÖíÚÇÛ;�-pIkÇßqr	� Ú5�Gk»Ûfr'�

Γ (t)
�����Fx�k»Û9�	�Jr+t k�m�Û�pRà �-x�xÇßqp9�>à

t�r	Ú»Ü r+t$k�m�Û��7�	�j��ß ��ÛTÖ !Lzjw-r'��ßqr+k;G�z�Üvn�pIr'����ß�kÇßqr	�*x � m�ßqp�m ��Û9Û9��k�r�}#ÛEß
ÜvnFr6xHÛ;���Gk
x = s(t)

Ô � Û]Ü�ßqw-m6k3pIr	�FxHß ��ÛTÚ�z���ß à �Gk»ÛTÚ5�>à pIr'����ß�kÇßqr	�*x¢à
ßq�	Û

u1(s(t), t) ≥ 0,

− D1u1,x(s(t), t) − s′(t)u1(s(t), t) − ηΓ (s(t), t) ≥ 0,

(s′ − ηΓ (s(t), t)) (−D1u1,x(s(t), t) − s′(t)u1(s(t), t) − ηΓ (s(t), t)) = 0.
 dm�Û�à
�+k�kÇÛ9Ú]ÚÇÛ9à
�+kÇßqr	�*xV�	à àqr � k�m�Û ß
�6kÇÛ9Ú�t´�=pRÛ

Γ (t)
k�r }#Û"x�k»�+kÇßqr	���	ÚÇÞ z��6kÇß
àEx�z�L"pRß
ÛT�6k

CO2
�	ÚÇÚ»ß�|'Û*�+k	k�m�ÛVÚÇÛ;�-pIkÇßqr	�Æàqr�pIz*x9Ô��>�#�"k�m�ÛTÚ»ÛIt�r'ÚÇÛ'Ô,ß�k�x¢Üvr-kÇßqr	� ßqx	k�m�ÛT� �>à
à�r � Û9�"k�r

pIr	�6k»ß �@z�Û'�1 dm�ßqxOt±Û;�Gk�z�ÚÇÛ�p9�>�v�jr+k�}�Û"pIrG|	Û9ÚÇÛ;�s}�Þsk�m�Û�zFxHÛvr+t����,ß
��Û
kÇßup�pIr	�#��ßMk»ß�r'�1�
��ß Ü�ß
à
�	Ú�ß ��Û��6z��>à
ß�kÇß
Û�x�pT�	� }#Û]Û9��t�r	Ú�pRÛ;��t�r	Údk�m�Û�r+k�m�ÛTÚ7�=p�k»ß�|'ÛKp
r	�*pTÛT�6kÇÚ5�Gk»ß�r'�*x9�

 dm�ÛKt�r	Ú»Û
w=r	ß
�jw¥��ßux�pIz*x�xHßqr	� m��=x��Gk�kÇÛTÜvn�k»Û9��k�r�ß
����ßupT�+kÇÛ]ßux�x�z�Û�x�pIr	����Û�pIkÇÛ9� � ß�k�m
Ü�rG|�ß
�jwD}hr-z������>Ú»ß
Û�x � m�ßup�m��>Ú»Û*��ÚÇßq|	Û9�J}�Þvk � r ß
����z*x�kÇÚ»ß
�	à �+njn�à
ßupT�Gk»ß�r'�*x9�,�"��Û
�hr'Ú�k
m��-xK}�ÛTÛ9�vÜ��'��Û�k�r ß
��ÛT�6kÇß�t±Þox�r	Ü�Û�pIr'����Û�pIkÇßqr	�ynFr'ß �6k�x]�>���ypRÚ»Û9�+kÇÛ���}��-p��@w	Ú�r-z����
� m�ÛTÚ»Û t�z�Ú�k�m�Û9Ú�pIr	ÖPr=n#Û9Ú»�+kÇßqr	� }#Û
k � Û9ÛT� Ü��Gk�m�ÛTÜ��+kÇßupRß �>�*x �	��� ÛT�*w	ß
��ÛTÛ9Ú�x�ßux Üvr6x�k
��Û�xÇß Ú5�+}�à Û'�

�d]�� g���_3b � � ��c',�� � � _E`��

 dm�ÛE�#Ú�x�k¾�-z�k�mjr'Ú k�m��>�j��x�k�m�ÛdpIr'à à
Û9�-w-z�Û�x t±Ú�r	ÜeÙ­ÚÇÛ9Ü�ÛT�<�6k»ÛTÛ9à ��r'Üvn��>��Þft�r	Ú$x�k5�GkÇß
�jw
k�m�Û<n�à
�=xHÜ���p
z�k�k»ß �jw�n�Ú�r-}�à
ÛTÜoß � k�m�Û�t�r'ÚÇÜ���Û�x�pTÚÇßq}#Û;� m�ÛTÚ»Û��	��� Ô�Û�x�n�Û�pTß
�	à à
Þ	Ô Ï Ú�r+t��
Õ"Ú;�
�E�H��p�m�Ü�ß �@k<t�r'Ú<m�ßqx ß
�6|Y�	à�z��-}�à
ÛÆÚ»ÛTÜ��>Ú���x�r	� xHÛ�|	ÛTÚ5�>àúßqx�x�z�Û�x�pIr'�*pRÛ9ÚÇ��ß
�jwsk�m�Û
x�k�z���Þ	�, dm�Û � r	Ú��Dr-thk�m�ÛLxÇÛ�p
r	�����+zjk�mjr'ÚHm��-xE}#Û9ÛT��n��	Ú�k»ß
�	à à
Þ<x�zjnjnhr	Ú�kÇÛ;�v}�Þ¥��w'Ú»�	�=k
k�m�Ú�r-zjw=m Õ�IlÝ � Ï%Ï ����×	×������6k»ÛT�*xÇß�|'ÛE��ßux�p
z*x�xÇßqr	�*x � ß�k�m Ï Ú�r+t���Õ*Ú;�#� ��Ù��=m�Ü Ô Ï Ú�r+t��
Õ"Ú;� �#� �VÚ�r=njn �>��� Õ*Ú9� ���*��ßqx�r	Üvnjmjr'� r	� Üvr���ÛTà
à ß
�jw�ßux�x�z�Û�x�p
r	�*pTÛTÚ»��ß
�jw�pIr	�FpRÚ»ÛIkÇÛ
pT�>Ú�}hr	���+kÇßqr	���	ÚÇÛKw'ÚÇÛ;�GkÇà
Þ �-p����jr � à
Û9�jw	Û9�1�

 dm�ÛÆ�+zjk�mjr'Ú�xE�	ÚÇÛ�ß
����Û�}�kÇÛ;��k�r�k�m�ÛÆÚÇÛ
t±ÛTÚ»ÛTÛ�x�t�r	Ú�k�m�ÛTß
Úvx�zjw=w	Û�x�k»ß�r'�*x]�>���yt�r'Ú¥�
pT�>Ú»ÛIt�z�à ÚÇÛ;�	��ß
�jw�r+t�k�m�Û�n��-n#Û9Ú9�
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