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Ç	¿WÊ É Í
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Ç=¡=ÁÂ¿C¤Ie b/Á-`�¿¬Ñ�¿<ÁA`^a�¤�È�½Aa	È\a'ÀÂ¿@¤Ie(b���� ��� ¼ ¿U½Aa=Ç
w Ï#ÄqÎ8{/�³ÁA`�¿�½Â¿CÀHÈ�¿�m<ÁÂÉ
Ç	¿�½¾¿@ÀÂÅ�Ê Á6ÀomU¡Q£�e�¿7d�a	Å�£�¤x¡QÊËÀ-a�É
£�ÁA`�¿�e\a(a�v�w%��Äg�)`2�
Ã�Î�{�������ÉËÀ
Ñf¿UÁ-`^a�¤f½¾¿@ÀÂÅ�Ê Á6À É £�¿CÀ�Á¾É ÑÓ¡=Á¾Éia'£7a�d�ÁA`�¿�£�Å�Ñ@e�¿U½xa�d�À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£�À�a�d�Á-`�¿Ce\a	Å�£�¤�¡Q½AbEÇ=¡QÊ
Å�¿
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x′ = h(t, x, y),

y′ = f(t, x, y),

a1x(a) − b1x
′(a) = 0,

a2x(b) − b2x
′(b) = 0.
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t#`�¿@ÀÂ¿�¿@ÀHÁÂÉ
Ñ�¡QÁÂÉpa	£�À^¡	½Â¿~e�¡'ÀH¿C¤|a'£�m�a	Ñ�È�¡Q½¾ÉËÀua'£|a�díÁ-`�¿�e�¿�`#¡�Ç,Épa	Å�½�a�d8À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£�À�É £
Àua'Ñf¿�£�¿@É Æ�`(e\a	Å�½-`^a a�¤�a�dqÁA`�¿o�U¿U½Aa�Àua'Ê Å�Á¾Éia'£�¡	£�¤�¡QÁ¦É
£���£�É Á*b'����a	ÁÂÉnm<¿*Á-`�¡QÁ�Á-`�¿o�U¿@½-a
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Àua'Ê Å�Á¾Éia'£�¿lk�ÉËÀ�Á6À"ÀÂÉ £ m<¿
h(t, 0, 0) = f(t, 0, 0) = 0.

�ðÁ�É
Àomla'£�Ç	¿U£�É ¿@£'Á�ÁAa�¿�k�È�Ê
¡	É £/ÁA`�¿
½Â¿CÀHÅ�Ê Á=a�d ¼ ¿U½Aa=ÇEÉ
£�ÁÂ¿@½ÂÑÓÀ=a�d#ÁA`�¿"¡	£�Æ	Å�ÊË¡Q½�d Å�£�m�Á¾Éia'£

ϕ(t),
rC`�Épm5`�m@¡Q£7e�¿�É £,Á¾½-a�¤�Å�mU¿@¤

e(b Á-`�¿od�a'Ê Êpasr�É £�Æf½¾¿UÊË¡=Á¾Éia'£�À

x = ρ sinϕ, y = ρ cosϕ, ρ2 = x2 + y2.

� ¿^Æ'¿<Á8Á-`�¿od�a'Ê Êpasr�É
£�Æ�¿�j,Å�¡=Á¾Éia'£�À)d�a	½8ÁA`�¿od Å�£�m<ÁÂÉpa	£�À
ϕ

¡Q£�¤
ρ :







ϕ′ =
1

ρ

(

h cosϕ − f sin ϕ
)

,

ρ′ = h sin ϕ + f cosϕ.
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��£�ÁA`�¿^È\a	ÊË¡Q½Cmla a	½6¤�É
£�¡=Á¾¿@ÀíÁ-`�¿o��½¾ÀHÁ�e\a	Å�£�¤�¡Q½Ab�mla	£#¤�É Á¾Éia'£/Ñ�¡�b9e#¿qr�½¾É ÁÂÁÂ¿@£n¡'À

ϕ(a) = α :=











arctan
b1

a1

,
É�d

a1 6= 0,

π

2
,

É�d
a1 = 0.

t#`�¿EÀH¿8mla'£�¤9e\a	Å�£�¤�¡Q½Ab�mla'£�¤�É ÁÂÉpa	£nÁ¾¡�v	¿CÀ%ÁA`�¿od�a	½¾Ñ

ϕ(b) = β(mod π),
rC`�¿U½¾¿

β =











arctan
b2

a2

,
Éid

a2 6= 0,

π

2
,

Éid
a2 = 0.

��¿<Á
ρ0 = ±

√

x2(a) + y2(a).
��Å�È�È\a'ÀÂ¿EÁA`�¡=Á^¡ À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£

ϕ(t; ρ0)
a�d
ÁA`�¿fÀ-b�À�Á¾¿UÑ ��Ã'� ����Ä\rC`�Énm5`�É
ÀW¤�¿���£�¿C¤}e b�ÁA`�¿

É £�É ÁÂÉË¡QÊ\mla'£�¤�É ÁÂÉpa	£
ϕ(a) = α

d�a'½%ÀÂÑ�¡	Ê Ê
ρ0 > 0,

Á¾¡�v	¿@À ¿�k�¡�m�Á¾Êib
m

Ç=¡QÊ
Å�¿CÀSa�d�Á-`�¿�d�a	½¾Ñ
β(mod π).

_ a	½¾¿�a=Ç'¿U½CÄ,¡'ÀÂÀÂÅ�Ñ�¿WÁ-`�¡QÁ"¡ÓÀua'Ê Å�ÁÂÉpa	£
ϕ(t; ρ0),

rC`�Épm5`/ÉËÀ"¤�¿���£�¿@¤ e b ÁA`�¿
É £�É ÁÂÉË¡QÊ#mla'£�¤�É ÁÂÉpa	£

ϕ(a) = α
d�a	½�ÊË¡Q½¾Æ	¿ÓÇ=¡	Ê Å�¿CÀca�d

ρ0 > 0,
Á6¡�v'¿@À

n
Ç=¡QÊ
Å�¿CÀca�d8ÁA`�¿

d�a	½¾Ñ
β(mod π)

�î� d
n

É
À@Ä2À¾¡�b	Ä�Æ	½¾¿@¡=Á¾¿U½*Á-`�¡	£
m

Ä�Á-`�¿@£�ÁA`�¿U½¾¿f¿lk�É
ÀHÁE¡=ÁWÊ ¿C¡	ÀHÁ
n − mÇ�¡	Ê Å�¿@À#a�d

ρ0,
rC`�Énm5`/Æ	É
Ç	¿W½¾É
ÀÂ¿�Á-a À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À#a�d�ÁA`�¿E¨¦� ¼ ���"£^aQÁA`�¿U½"¡QÁ�Ê ¿C¡	ÀHÁ

n − mÀua'Ê Å�Á¾Éia'£�À^¡Q½¾¿7a�e�Á6¡QÉ
£�¿@¤ d�a'½
ρ0 ∈ (−∞, 0).

t#`�¿U£xÁ-`�¿U½¾¿Ó¿lk�É
ÀHÁ�¡=ÁEÊ
¿@¡'À�Á
2|n − m|£^a	£,ÁÂ½¾É
Ç,ÉË¡QÊîÀ-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£#À#a�d Á-`�¿^È�½Aa�e�Ê ¿@Ñn�

¥�É
Æ	Å�½Â¿kÃ/Ç�É
ÀÂÅ�¡QÊ
Ép�U¿@ÀfÁA`�¿|m@¡	ÀÂ¿ a�d
α = 0, β =

π

2

�³Á-`�¿��"É
½¾Épm5`�Ê
¿<Á�e\a	Å�£�¤�¡Q½Ab
mla	£#¤�É Á¾Éia'£�À

x(a) = 0, x(b) = 0
�"¡Q£�¤

n = 0, m = 1
�\t r?a È\a'À¾ÀHÉpe�Ê
¿¬À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£#À�a�d

Á-`�¿�¨í� ¼ ¡Q½¾¿�½Â¿@È�½¾¿@ÀÂ¿U£,ÁÂ¿C¤Fe b¬Á*r)aEÀÂ¿UÑ�Énm<É
½AmUÊ ¿CÀU�'�"Å�¿"Á-a�¤�É�hy¿U½¾¿U£,Á%½6¡=Á¾¿@ÀSa�dOrC`�É ½¾Ê É
£�Æ
a�d"À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À¬£�¿C¡Q½EÁA`�¿ �U¿U½Aa�¡	£�¤ ¡=ÁfÉ £^��£�É Á*bxÑ¬Å�Ê ÁÂÉ
È�Ê ¿/À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À@a�d�ÁA`�¿ È�½-a�e�Ê ¿@Ñ
¡QÈ�È�¿@¡	½@�

t#`�¿�¡�e a=Ç'¿"Ñ�¿U£,Á¾Éia'£�¿@¤ ½Â¿CÀHÅ�Ê Á)e b ¼ ¿U½Aa=Ç�É
À¦Ñ7a	½¾¿�Æ	¿U£�¿U½6¡QÊ�ÁA`�¡Q£�Á-`#¡=Á�¤�¿@ÀAm<½¾Éie�¿@¤
e(b�¥�É
Æ��qÃ	Ä�ÀÂÉ £�mU¿W¿�j,Å�¡=Á¾Éia'£�À8É
£ �HÃ	�
Ã8�¦¡Q½¾¿W£^a	£�Íð¡	Å�Á-a'£^a	Ñ7a	Å#ÀU�

�*Å�½%¡QÉ
Ñ É
£�Á-`�É
À%È�¡QÈ�¿U½íÉ
À ÁA`�¿Cd�a'Ê Êpasr�É £�Æ�� � ¿Kmla'£�ÀÂÉ
¤�¿@½
Á-`�¿"ÀH¿8mla'£�¤~a	½6¤�¿U½à¿8j,Å�¡=Í
ÁÂÉpa	£�À@Ä rC`�Épm5`�¡	½Â¿�¿�j,Å�É
Ç�¡	Ê ¿@£,Á�Á-a Á*r)a	Íð¤�É
Ñ�¿U£�ÀÂÉpa	£�¡	ÊqÀub�ÀHÁÂ¿@Ñ�À@Ä\rC`�Épm5` ¡Q½¾¿�ÀHÉ
Ñ�É ÊË¡Q½"Á-a
Á-`^a,ÀH¿8Á¾½Â¿C¡=ÁÂ¿C¤7e b ¼ ¿U½Aa=Ç¬¡	£�¤~rC`�Épm5`qÄ	Ñ7a	½¾¿�a=Ç'¿U½CÄ�m@¡Q£7`�¡�Ç'¿C`�¿<Á¾¿U½AaQÍq¡Q£#¤7`^a	Ñ7a�m<Ê
É £�Épm
Á*b,È�¿/Àua'Ê Å�Á¾Éia'£�À@� ¥ É
½¾ÀHÁ@Ä�r¦¿ m�a	£�ÀÂÉË¤�¿U½�¡QÅ�ÁAa	£^a'Ñ7a	Å�À¬¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£�ÀFrC`�Énm5` `�¡�Ç'¿�ÀÂÉ £�Æ'Å�Í
Ê
¡	½^È a'É £,Á¾Àoa�díÁA`�¿�Á*b�È#¿ÓÀ¾¡	¤�¤�Ê ¿UÍ mU¿U£,ÁÂ¿@½HÍ�ÀÂ¡'¤�¤�Ê
¿	�Ot#`�ÉËÀ^¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£�`�¡	À^¡ `�¿UÁÂ¿U½Aa�m<Ê
É £�Épm
Àua'Ê Å�Á¾Éia'£n¡	£�¤�É Á�ÑÓ¡�b�`�¡�Ç'¿WÑ�Å�Ê ÁÂÉ
È�Ê
¿EÀua'Ê Å�Á¾Éia'£�À#a�d�Á-`�¿E�*É
½ÂÉnm5`�Ê
¿<Á�È�½Aa�e�Ê
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t#`�¿U£2ÄyÁA`�¿@ÀÂ¿f½Â¿CÀHÅ�Ê Á¾À^¡	½Â¿fÆ	¿@£�¿U½6¡QÊ
Ép�U¿@¤�Á-anÁ-`�¿�m@¡	ÀÂ¿Fa�dí£^a'£�Íð¡	Å�Á-a'£^a	Ñ7a'Å�À"¿8j,Å�¡=Í
ÁÂÉpa	£2Ä�rC`�Épm5`q`#¡	À2¡�À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£2ÄU¤�¿���£�¿@¤oa'£E¡#��£�É ÁÂ¿%É £,ÁÂ¿@½ÂÇ=¡	Ê	¡Q£�¤orC`�Épm5`^È\a'À¾ÀH¿CÀÂÀÂ¿@ÀîÀ-a	Ñ�¿
È�½-a'È#¿@½HÁ¾É ¿CÀ@a�d�¡ `�¿<Á¾¿U½Aa�m<Ê
É £�ÉnmnÀua'Ê Å�Á¾Éia'£2�à��É
ÑfÉ
ÊË¡Q½ÓÀHÉ ÁÂÅ#¡=ÁÂÉpa	£ É
À7m�a	£�ÀÂÉ
¤�¿U½¾¿@¤ d�a'½�¡	Å�Í
Á-a	£�a	Ñ7a	Å�À%¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£�ÀxrC`�Épm5` `�¡�Ç	¿*ÀHÉ
£�Æ	Å�Ê
¡	½àÈ a'É £,Á6À%É
£ m�a	Ñ@e�É £�¡QÁÂÉpa	£�mU¿U£,ÁÂ¿@½HÍ�ÀÂ¡'¤�¤�Ê
¿	�
t#`�É
À*¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£I`#¡	À�¡�`^a'Ñ~a�mUÊ É
£�Énm�À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�¡	£�¤�É Á�ÑÓ¡�b�¡QÊËÀ-a�`�¡�Ç	¿¬Ñ�Å�Ê ÁÂÉ
È�Ê
¿fÀ-a	Ê
Å�Í
ÁÂÉpa	£�À#a�d�ÁA`�¿E�"É
½¾Épm5`�Ê
¿<Á�È�½Aa�e�Ê ¿@Ñn�

'#R)( Z�V�XxU�X$* XxZ�+-,/.#Z10gV^]*XxU�+32�T
�)a	£�ÀÂÉ
¤�¿U½8Á-`�¿^È�½-a�e�Ê
¿UÑ

{

x′′ = −αx + x3,

x(0) = 0, x(1) = 0,

� ���
Ã8�

rC`�¿U½¾¿
α

ÉËÀ�¡/È\a'ÀÂÉ Á¾É Ç'¿ÓÈ�¡Q½6¡QÑ�¿UÁÂ¿U½C�î©xj,Å�¡QÁÂÉpa	£:����� Ã��W¤�¿@ÀAm<½¾Épe#¿CÀUÄfd�a'½EÉ
£�À�Á6¡Q£�mU¿	ÄîÁA`�¿
À�Á6¡=ÁÂÉpa	£#¡Q½Ab Àua'Ê Å�Á¾Éia'£�À#a�d�Á-`�¿E¥ ÉËÀu`�¿U½!4��/a	Ê
Ñ~a'Æ�a'½-a=Ç¬¿�j,Å�¡=Á¾Éia'£2Ô

∂u

∂t
=

d2u

dt2
+ αu − u3.

_ ¡Q£ b ¿�k�¡	Ñ�È�Ê ¿CÀ#a�d�Á-`�ÉËÀCv�É £#¤ m@¡Q£ e#¿od�a'Å�£�¤nÉ
£�ÁA`�¿qe\a(a�vIw 5�{Ò�
t#`�¿W¿�j,Å�É
Ç�¡	Ê ¿@£,Á�À-b�À�Á¾¿UÑ

{

x′ = y,

y′ = −αx + x3

� ���%���

`�¡	À ¡KmU¿U£,ÁÂ¿@½ ¡QÁ
(0; 0)

¡Q£#¤WÁ*r)a�ÀÂ¡'¤�¤�Ê
¿%È\a	É
£,Á¾À ¡=Á
(−√

α; 0)
¡Q£�¤

(
√

α; 0).
t#`�¿)`�¿<ÁÂ¿UÍ

½-a�m<Ê
É
£�ÉpmKa	½Ae�É Á#m�a	£�£�¿8m�Á6ÀàÁ*r?a¬À¾¡	¤�¤�Ê ¿�È a'É £,Á6ÀU��t#`�¿�½Â¿CÀHÈ�¿�m<ÁÂÉ
Ç	¿/`�¿<Á¾¿U½Aa mUÊ É
£�Énm"À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£
`�¡	À�6Â¡Q£nÉ £^��£�É ÁÂ¿87^È�¿U½¾Éia�¤ w 9�{Ò�
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x
′′ = −x + x

3
6

� �������\
	� �	�
���
� ��� ¸Uºíº���¸�� �=· �Q±³ºT± �Q·

π2n2 < α < π2(n + 1)2
� ��� 5��

� �=² � 
�����¸U¹Â¸
n

±Ë´n«�· �=·���·�¸ð®,«=ºÒ±³¯�¸�±³·�º�¸ð®'¸U¹ ��� ��¸<·�°�¹�� �<²
¸ � �����
Ã8� ��«=´n¸���«��<ºÒ²L»
2n· �=·#ºT¹�±³¯C±ò«=²q´��=²L­�ºÒ± �=·�´ �

	¦¹��	��� � �)a	£#ÀHÉË¤�¿U½WÀ-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À
x(t; γ)

a�dí¿8j'Å#¡=ÁÂÉpa	£ �����
Ã8�<ÄfrC`�Énm5` À¾¡=ÁÂÉËÀud�b/Á-`�¿fÉ £�É Á¾É
¡	Ê
mla	£#¤�É Á¾Éia'£�À

x(0) = 0, x′(0) = γ.
����� Ï �

t#`�¿�È^`�¡	ÀÂ¿fÈ a'½HÁ¾½¾¡	É Á�d�a	½WÁA`�¿ÓÀub�ÀHÁÂ¿UÑ �����%���"ÉËÀorí¿@Ê ÊSv�£^asr�£ �òÀÂ¿U¿;w 9s{ÒÄOd�a'½^¿lk�¡QÑ�È�Ê
¿8�
¡Q£�¤kÉËÀE¤�¿@È�Épm<ÁÂ¿C¤kÉ £ ¥ É
Æ��%���g�)a'£�ÀHÉË¤�¿@½^Á-`�¿ ½Â¿@Æ	Épa	£ a	£ ¡/È^`�¡'ÀH¿ÓÈ�Ê
¡	£�¿�e\a	Å�£�¤�¿@¤ e b
Á*r)ac`�¿<ÁÂ¿@½-a�mUÊ É
£�Énm"À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À@�'�"£ bfÈ�`�¡	ÀÂ¿Ka'½-e�É ÁíÉ
£ÓÁA`�É
Àí½¾¿UÆ	Épa	£ À¾¡=Á¾É
Àu��¿CÀ
Á-`�¿*½¾¿UÊË¡=Á¾Éia'£

x′2 + αx2 =
1

2
x4 + γ2,

� ���µÎ��
a	½

x′2 + αx2 =
1

2
x4 + αA2 − 1

2
A4,

� ��� y��
rC`�¿U½¾¿

A
ÀHÁ¾¡Q£#¤�À d�a	½�Á-`�¿8ÑÓ¡sk�É
Ñ�¡	Ê'Ç=¡	Ê Å�¿?a�d�Á-`�¿8½¾¿@ÀÂÈ#¿8m�ÁÂÉ
Ç	¿¦Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£

x(t; γ).
t#`�¿@½Â¿UÍ

d�a	½¾¿
γ2 = αA2 − 1

2
A4.

�KaQÁ¾ÉpmU¿ Á-`#¡=ÁfÁ-`�¿nÑÓ¡sk�É Ñ¬Å�Ñ a�d"¡|`�¿<Á¾¿U½Aa mUÊ É
£�Énm À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£
��rC`�Énm5`^É
À ¡=ÁÂÁ¾¡	É £�¿C¤^¡=Á

t = +∞ �îÉËÀ
A =

√
α.

t#`�Å�ÀîÁA`�¿à½¾¿@ÀÂÈ#¿8m�Á¾É Ç'¿àÇ=¡QÊ
Å�¿
x′(0) = γ0É
À�¿8j,Å�¡QÊyÁAa √

2

2
α.Ì2¿<Á

γ ∈ (0, γ0).
t#`�¿U£ ¡	£(b�À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£

x(t; γ)
É
ÀWÈ�¿U½¾Épa�¤�Épm	� � ¿�mUÊ
¡	É Ñ ÁA`�¡=ÁWÁA`�¿

È#¿@½ÂÉpa�¤
T (γ)

ÉËÀí¡�Ñ7a	£^a	Á-a	£�Épm@¡QÊ
ÊibfÉ £ m<½¾¿@¡	ÀÂÉ
£�Æqd Å�£�m<ÁÂÉpa	£ a�d
γ.

��£�¤�¿U¿@¤2Ä�a'£�¿K`�¡'À=d ½Aa	Ñ
����� y��%ÁA`�¡=Á

dx

dt
=

√

−αx2 +
1

2
x4 + αA2 − 1

2
A4

É £¬Á-`�¿¦É
£'Á¾¿U½¾Ç=¡QÊ
[0, TA],

rC`�¿@½Â¿
TA

À�Á6¡Q£�¤�À d�a'½
¡Kj,Å�¡Q½ÂÁÂ¿@½�a�d�ÁA`�¿8È#¿@½ÂÉpa�¤ca�d�¡*À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£
x(t; γ).

�*£�¿o`�¡	À�Á-`�¡QÁ
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TA =

∫ A

0

dx
√

(αA2 − 1

2
A4) − (αx2 − 1

2
x4)

(

ξ =
x

A

)

=

∫ 1

0

dξ
√

(α − 1

2
A2) − (αξ2 − 1

2
ξ4A2)

=

∫

1

0

dξ
√

α(1 − ξ2) − 1

2
A2(1 − ξ4).

�ðÁ¬ÉËÀ@m<Ê
¿@¡	½^Á-`#¡=Á
TA

É £ m<½¾¿@¡	ÀÂ¿@À�¡	À
A

É £ m<½¾¿@¡	ÀÂ¿@À@��t#`�¿@½Â¿�d�a	½¾¿
TA(γ)

� �=·��=º �=·#± �¾«Q²³²L»
±³· �U¹Â¸6«�´U¸�´ ¡	ÀW¡�d Å�£�m�Á¾Éia'£ a�d

γ.
��É
£�m<¿¬Á-`�¿~`#¡QÊid³ÍÒÈ�¿U½¾Éia�¤|a�dí¡	£ Å�È�È#¿@½7�

x′ ≥ 0
�/`�¿<ÁÂÍ

¿U½Aa mUÊ É
£�ÉnmEÀ-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�ÉËÀ�É
£���£�É ÁÂ¿f¡Q£�¤Ia	½Ae�É Á6À�¡Q½¾¿�À-b�ÑfÑ�¿UÁÂ½¾Épmqr�É Á-`�½Â¿CÀHÈ�¿�m<Á�Á-a�e\aQÁA`
x¡Q£�¤

x′ ¡sk�¿@À¦É Á�É
À8Á¾½ÂÅ�¿*ÁA`�¡=Á
limγ→γ0

TA(γ) = +∞.�*£�Á-`�¿Fa	Á-`�¿@½�`#¡Q£�¤îÄ
TA

d�a'½�ÀÂÑÓ¡QÊ
Ê
γ > 0

ÉËÀ�¤�¿l��£�¿C¤|e b�¡ j,Å�¡Q½ÂÁÂ¿@½HÍðÈ#¿@½ÂÉpa�¤}a�d
¡fÀ-a	Ê
Å�Á¾Éia'£ a�d�ÁA`�¿W½Â¿CÀHÈ�¿�m<ÁÂÉ
Ç	¿W¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£ a�d�Ç=¡	½ÂÉË¡=Á¾Éia'£�Àq��r�É Á-`/½¾¿@ÀÂÈ#¿8m�Á8Á-afÁ-`�¿WÁÂ½¾É Ç�ÉË¡QÊ
Àua'Ê Å�Á¾Éia'£ a�d#� ���
Ã8�-�

y′′ = −αy, y(0) = 0, y′(0) = 1.

��É £ m<¿
y(t) =

1√
α

sin(
√

αt)
a	£�¿WÆ'¿<Á¾À�Á-`�¡QÁ

TA(γ) → π

2
√

α

¡	À
γ → 0.

�"Å�¿ Á-a�ÁA`�¿ m�a	£�¤�É ÁÂÉpa	£#À������ 5(��Á-`�¿9d Å�£�m<ÁÂÉpa	£
y(t)

`#¡	ÀE¿�k�¡�m�Á¾Êib
n
�U¿U½Aa'ÀEÉ £kÁA`�¿

É £,ÁÂ¿@½ÂÇ=¡	Ê
(0; 1)

¡	£�¤/¤�a�¿@À�£^a	Á�Ç=¡Q£�ÉËÀu`�¡QÁ
t = 1.

t#`�¿EÀÂ¡	Ñ�¿^É
À8Á¾½ÂÅ�¿od�a	½"À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£#ÀCa�d
Á-`�¿^È�½Aa�e�Ê ¿@Ñ ����� Ã���Ä������ Ï �)d�a	½�ÀÂÑÓ¡QÊ
Êî¿U£^a'Å�Æ�`

γ > 0.t#`�¿C�U¿@½-a,À�a�dîÀua'Ê Å�Á¾Éia'£�À
x(t; γ)

Ñ7a	£^a	Á-a'£�Épm@¡QÊ
Êib�É £�mU½Â¿C¡	ÀÂ¿�¡Q£�¤fÊ
¿@¡�Ç	¿¦ÁA`�¿�É £,Á¾¿U½¾Ç�¡	Ê
(0; 1]

È�¡'ÀÂÀÂÉ £�Æ¬ÁA`�½Aa	Å�Æ�` ÁA`�¿^½ÂÉ
Æ�`,Á�¿@£�¤nÈ a'É £,Á"¡	À
γ → γ0.

� dgd�a	½*Àua'Ñf¿
γ

¡�À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£
x(t; γ)

`#¡	À^¡;�U¿@½-a/¡=Á
t = 1,

Á-`�¿@£
x(t; γ)

ÉËÀ^¡�Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£ Á-a/Á-`�¿�e a'Å�£�¤�¡	½-b�Ç�¡	Ê Å�¿
È�½-a�e�Ê
¿UÑ � ���
Ã8��� t#`,Å#À8Á-`�¿@½Â¿^¿�k�É
ÀHÁ�¿lk�¡�m<ÁÂÊpb

n
£^a	£,ÁÂ½¾É
Ç,ÉË¡QÊ2À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£�À#a�d Á-`�¿^È�½-a�e�Ê ¿@Ñ

d�a	½
γ ∈ (0, γ0).��É Ñ�É
Ê
¡	½ÂÊpb

n
Àua'Ê Å�Á¾Éia'£�À�ÁAa{ÁA`�¿ e\a	Å�£�¤�¡Q½Ab¢Ç�¡	Ê Å�¿ È�½Aa�e�Ê
¿UÑ ¡	È�È#¿C¡Q½|d�a	½

γ ∈
(−γ0, 0).

� a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£#À
x(t, γ)

a�d�Á-`�¿íÉ £�É Á¾É
¡	Ê,Ç=¡	Ê Å�¿íÈ�½Aa�e�Ê
¿UÑ ����� Ã���Ä ����� Ï(�q¤�a"£�aQÁ�Ç=¡	£�É
À-`
d�a	½ |γ| > |γ0| .� acdò¡	½)r¦¿/`#¡�Ç	¿/m�a	£�ÀÂÉË¤�¿U½¾¿@¤fÁ*r?a�½¾¿UÆ'Éia'£�Àxa'£ ¡¬È^`�¡	ÀÂ¿"È�Ê
¡	£�¿	Ô a	£�¿"ÉËÀ¦¡�½Â¿@Æ	Épa	£

He a'Å�£�¤�¿C¤�e bfÁ*r)a�À-b�Ñ�Ñf¿UÁÂ½¾ÉpmK`�¿<Á¾¿U½Aa�m<Ê
É £�Énm�a'½-e�É Á6Àí¡	£�¤�Á-`�¿*¿�k,Á¾¿U½¾Éia'½%½¾¿UÆ'Éia'£
Hext =

R \ H.
t#`�¿U½¾¿Ó¡Q½¾¿¬¿�k�¡�m�Á¾Êib

2n
£^a'£'Á¾½ÂÉ
Ç�É
¡	ÊàÀua'Ê Å�ÁÂÉpa	£�Àoa�d%Á-`�¿ÓÈ�½-a�e�Ê
¿UÑ � ���
Ã8�*É £

H.t#`�¿
Hext

¤�a�¿CÀ�£�aQÁSmla	£,Á6¡QÉ
£�Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£�À a�d#Á-`�¿?e a'Å�£�¤�¡	½-bWÇ=¡QÊ
Å�¿¦È�½Aa�e�Ê
¿UÑ/�st#`�¿U½¾¿ld�a'½Â¿
È�½-a�e�Ê
¿UÑ � ���
Ã8�\`�¡'Àî¿lk�¡�m�ÁÂÊpb

2n
£^a'£,ÁÂ½¾É Ç�ÉË¡QÊ	À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£#ÀS�³Á-`�¿
Á-a	Á¾¡QÊ'£�Å�Ñ@e�¿U½�a�d�À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£�À

É
À
2n + 1,

rC`�¿@£ ÁA`�¿WÁÂ½¾É Ç�ÉË¡QÊ2À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£nÉ
£�m<Ê
Å�¤�¿C¤����
�

�#R�� XxU�� ( ZCV�XxUKX$* XxZ�+ , .#Z�0 V^]uXxU�+ 2�T
�)a	£�ÀÂÉ
¤�¿U½8Á-`�¿^È�½-a�e�Ê
¿UÑ







x′′ = f(t, x),

x(0) = x(1) = 0,

� 5��
Ã8�

rC`�¿U½¾¿�d Å�£�m�Á¾Éia'£
f

À¾¡=ÁÂÉËÀu��¿@À¦ÁA`�¿WÁ-`�¿od�a'Ê Êpasr�É
£�Æ~m�a	£�¤�É Á¾Éia'£�ÀUÔ
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� 
 ���
f

¡	£�¤
fx

¡Q½¾¿
C(I × R)

Í�d Å�£ m�ÁÂÉpa	£#À��
� 
����

f(t, 0) ≡ 0
�

� 
	�
�
xf(t, x) > 0

d�a	½
t ∈ I, |x| > M

Ä�rC`�¿U½¾¿
M > 0

É
À�¡7mla'£�ÀHÁ¾¡Q£,Á��
� 

��� Á-`�¿U½¾¿�¿�k�É
ÀHÁ¾À�¡�À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£

η(t)
a�d�ÁA`�¿^È�½Aa�e�Ê
¿UÑ � 5��
Ã8�<Ä

η(0) = 0, η′(0) > 0ÀHÅ�m5`�Á-`#¡=Á
η(t)

¤�a�¿CÀ8£^aQÁ�Ç=¡Q£�ÉËÀ-`nÉ
£nÁ-`�¿WÉ
£,ÁÂ¿U½¾Ç=¡QÊ
(0; 1]

�
� 
���� Á-`�¿U½¾¿E¿lk�ÉËÀ�Á6À�¡ÓÀua'Ê Å�ÁÂÉpa	£

ξ(t)
a�d�ÁA`�¿EÈ�½Aa�e�Ê ¿@Ñ>� 5�� Ã���Ä

ξ(0) = 0, ξ′(0) < 0ÀHÅ�m5`�Á-`#¡=Á
ξ(t)

¤�a�¿CÀ�£^aQÁ�Ç=¡Q£�É
À-`/É £�Á-`�¿^É
£,ÁÂ¿@½ÂÇ=¡QÊ
(0; 1];

� 
	�
� Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£�À#a�d ¿8j'Å#¡=ÁÂÉpa	£ � 5�� Ã��í¿lk�ÁÂ¿@£�¤�Á-afÁ-`�¿^É
£,ÁÂ¿@½ÂÇ=¡QÊ
(0; 1].

����� � � ��� � � � ¸Uº � �Q· �Q±³ºT± �Q·�´
(A1) − (A6)

� �Q²�� ��� ´6´�­��Ó¸n«Q²µ´��xº ��«=º�«�´��=²L­�ºÒ± �=·
y(t)

���Eº ��¸��à«=­ � ��»W°y¹����U² ¸��






y′′ = fx(t, 0)y,

y(0) = 0, y′(0) = 1

� 5��%���

��«�´�¸ ��« �UºT² »
n �

¸<¹ ��´
(n = 0, 1, . . .)

±³· º���¸�±³·�º�¸U¹�¯�«Q²
(0, 1)

«=· �
y(1) 6= 0.

� ��¸U·
°�¹�� �<² ¸�� � 5�� Ã�� ��«=´¬«=º¦² ¸6«�´�º

2n
·��=·#ºT¹�±³¯C±ò«=²q´ �Q²L­�ºÒ± �=·�´ �

	¦¹��	��� � �)a	£#ÀHÉË¤�¿U½WÀ-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£�À
x(t; γ)

a�dí¿8j'Å#¡=ÁÂÉpa	£ � 5��
Ã8�<ÄfrC`�Énm5` À¾¡=ÁÂÉËÀud�b/Á-`�¿fÉ £�É Á¾É
¡	Ê
mla	£#¤�É Á¾Éia'£�Àq����� Ï ����Ìq¿<Á�Å�À�É
£,ÁÂ½Aa�¤�Å�m<¿�ÁA`�¿^È a'Ê
¡	½Cmla a	½6¤�É
£�¡=Á¾¿@À?e b

x = ρ sin ϕ, x′ = ρ cosϕ.
� 5�� 5(�

��aQÁ¾ÉpmU¿àÁA`�¡=Á
ρ(t)

mU¡	£�£^a	Á�Ç=¡Q£�ÉËÀ-`qd�a	½�£^a	£,ÁÂ½¾É
Ç,ÉË¡QÊ,Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£�À ÀHÉ
£�mU¿
x ≡ 0

É
À ¡"À-a	Ê
Å�ÁÂÉpa	£q�
©xj,Å�¡=Á¾Éia'£ � 5��
Ã8�íÉ
£nÈ\a	ÊË¡Q½Cm�a(a'½¾¤�É £�¡QÁÂ¿CÀ%Á6¡�v'¿@À¦Á-`�¿od�a	½¾Ñ











ϕ′ = cos2 ϕ − 1

ρ
f(t, ρ sinϕ) sin ϕ,

ρ′ = ρ sinϕ cos ϕ + f(t, ρ sin ϕ) cosϕ.

�)a	£�ÀÂÉ
¤�¿U½#d Å�£�m<ÁÂÉpa	£�À
ϕ(t; γ)

¡	£�¤
ρ(t; γ)

rC`�Énm5`�ÀÂ¡QÁÂÉËÀ*d�b Á-`�¿^É
£�É ÁÂÉË¡QÊ m�a	£�¤�É ÁÂÉpa	£#À

ϕ(0; γ) = 0, ρ(0; γ) = |γ|. � 5�� Ï(�

� ¿qr�½¾É Á¾¿WÊ É
£�¿@¡	½�¿�j,Å�¡QÁÂÉpa	£ a�d�Ç=¡	½ÂÉË¡=Á¾Éia'£�Ào� 5��%���¦É
£nÈ a'Ê
¡	½�mla a	½6¤�É
£�¡=Á¾¿@À

y = r sinΘ, y′ = r cosΘ,

É Á�Á6¡�v	¿CÀ¦Á-`�¿od�a'Ê Êpasr�É
£�Æ@d�a'½ÂÑ






Θ′ = cos2 Θ − fx(t, 0) sin2 Θ,

r′ = r sin Θ cosΘ + fx(t, 0)r sinΘ cosΘ.

�"Å�¿�Á-a mla'£�¤�É ÁÂÉpa	£�ÀI�T�EÃ���ÄK�T�/��� ¡Q£�¤ �ò�/y��fÁA`�¿�½Â¿CÀHÅ�Ê Á6À7a�d7w ��Ä?�)`2�$5�Ä��hÃCÎ�{"¡	½Â¿
¡QÈ�È�Ê
ÉnmU¡�e�Ê ¿'����É £�mU¿E¡¬À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£

y(t)
a�d È�½Aa�e�Ê
¿UÑ � 5��%���)`�¡	À¦¿�k�¡�m�Á¾Êib

n
�U¿U½Aa'À¦É
£

(0, 1)¡Q£�¤
y(1) 6= 0

a	£�¿/`�¡'ÀàÁA`�¡=Á
πn < Θ(1) < π(n + 1).

�ðÁ#d�a'Ê Êpasr�À=d ½Aa	Ñ ÁA`�¿WÈ�½Aa(a�d a�d
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	¦¹�� �<² ¸��¬´ Ï�Ã��

t#`�¿�a'½Â¿@Ñ ÃCÎ��
Ã	Ã*É £�w%��{îÁ-`#¡=Á8Á-`�¿^À¾¡QÑ�¿�É £�¿8j,Å�¡QÊ
É Á¾É ¿CÀ#`^a	ÊË¤�d�a'½8Á-`�¿^¡	£�Æ	Å�ÊË¡Q½)d Å�£�m<ÁÂÉpa	£
ϕ,

ÉT� ¿	�
πn < ϕ(1; γ) < π(n + 1),

� 5��µÎ��
É�d

γ > 0
ÉËÀ�ÀHÑÓ¡	Ê Êî¿@£^a	Å�Æ�`2�#�*£nÁ-`�¿oa	Á-`�¿@½C`�¡Q£�¤2Ä^e b9mla'£�¤�É ÁÂÉpa	£ �ò�"Ï(�?r¦¿�`#¡�Ç	¿

0 < ϕ(1; γη) < π,
� 5�� y��

rC`�¿U½¾¿
γη := η′(0).

t ¡�v�É £�Æ"É
£'ÁAa�¡�m�m�a	Å�£,Á2ÁA`�¿Cmla	£,Á¾É £�Å^a'Å�Àq¤�¿@È#¿@£�¤�¿@£�m<¿#a�d�À-a	Ê
Å�Á¾Éia'£�À
a�d
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π(n + 1) < ϕ(1; γ) < π(n + 2),
�ÒÎ�� y��

É�d
γ < 0

ÉËÀ�ÀHÑÓ¡	Ê Êî¿@£^a	Å�Æ�`2�#�*£nÁ-`�¿oa	Á-`�¿@½C`�¡Q£�¤

2π < ϕ(1; γξ) < 3π,
�ÒÎ��4z��

rC`�¿U½¾¿
γξ := ξ′(0).

�)a'ÑfÈ#¡Q½¾É
À-a	£Fa�dg�ÒÎ�� y�� ¡	£�¤ �ÒÎ��4z�� Æ'É Ç'¿@À�Á-`�¡QÁ
Á-`�¿@½Â¿�¿�k�É
ÀHÁà¡=ÁàÊ
¿@¡	ÀHÁ
π(n + 1) − 2π

π
= (n − 1)

Àua'Ê Å�ÁÂÉpa	£�À?d�a'½
γ ∈ (γξ, 0).

t aQÁ6¡QÊ
Êib Á-`�¿^È�½Aa�e�Ê ¿@Ñ `�¡'À�¡=Á
Ê ¿C¡	ÀHÁ

n + n − 1 = 2n − 1
£^a'£'Á¾½ÂÉ
Ç�É
¡	ÊîÀua'Ê Å�Á¾Éia'£�À@�

�

� ��« �"°�² ¸ � �^�)a'£�ÀÂÉ
¤�¿@½8Á-`�¿^È�½-a�e�Ê ¿@Ñ

{
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